
    MAKİNE MÜHENDİSLİĞİNE GİRİŞ 
 

1-  MEKANİK 
Giriş 
Mekanik, temel mühendislik bilimlerinin başlangıcıdır. Cisimlerin kuvvetler etkisindeki 
davranışlarını inceler. Statik, Dinamik ve Mukavemet olmak üzere üç ana bölüme ayrılır.   
Statik; cisimlerin kuvvetler etkisindeki dengesini, Dinamik; hareketini, Mukavemet ise 
dayanımını ve deformasyonunu inceler. Burada bahsedilen cisimler katı cisim olduğundan 
bunlar teknolojide; Makine, Cihaz veya Tesislerin katı elemanları olarak karşımıza çıkar. 
Sıvı veya gaz şeklindeki cisimler ile bunlarla temas halindeki katıların davranışlarını 
Akışkanlar mekaniği ( Hidrostatik, Hidrodinamik, Aerodinamik) bilimi inceler. 
Mühendislik Mekaniğinin bölümleri olarak ele alınan Statik ve Dinamik bilimlerindeki katı 
cisim kuvvetler etkisinde şekil değiştirmez. Mukavemetteki katı cisim kuvvetler etkisinde 
çok küçük şekil değiştirmeler yapar. 
Mekaniğin amacı, mühendislik öğrencilerine her problemi basit ve mantıklı bir biçimde 
analiz edecek gücü kazandırmak ve çözüm için az sayıda, iyi anlaşılmış temel ilkeleri 
uygulatabilmekir. 
 
Temel Kavramlar ve İlkeler 
Mekanikte kullanılan temel kavramlar Uzay, zaman, kütle ve kuvvettir. Bu kavramlar tam 
olarak tarif edilemez; sezgilerimizi esas alarak kabul edilmelidirler ve mekanik 
çalışmalarında zihinsel bir referans çerçevesi olarak kullanılmalıdırlar. 
Newton mekaniğinde Uzay, Zaman ve Kütle Birbirinden bağımsız mutlak kavramlardır.  
 
Temel Mekanik çalışmaları deneysel kanıtlara dayanan altı temel ilkenin ve matematiğin 
yardımı ile sürdürülür. 
1-) Paralelkenar kanunu ile vektörlerin toplanması  
2-) Kaydırılabilme ilkesi 
3-) Newton’un 1. temel kanunu 
Eğer bir parçacık üzerine etkiyen bileşke kuvvet sıfır ise parçacık dengede kalır. 
( 0F =  ise cisim dengededir. Cisim denede ise 0F =  dır.) 
4-) Newton’un 2. temel kanunu 
Eğer bir parçacık üzerine etkiyen bileşke kuvvet sıfır değilse, parçacık bileşke kuvvetle 
doğru orantılı ve aynı yönde ivmeye sahip olacaktır. 
F m a=  
5-) Newton’un 3. temel kanunu   
Temas halinde olan cisimler arasındaki etki ve tepki kuvvetleri aynı büyüklükte, aynı etki 
doğrusu üzerinde fakat zıt yönlerdedir. 
6-) Newton’un Çekim Kanunu   
Kütleleri M ve m olan iki parçacık birbirlerini karşılıklı olarak eşit ve zıt yönlü F  ve F−  
kuvvetleri ile çekerler. Bu kuvvetin şiddeti aşağıda verilmiştir. 

2

MmF G
r

=  

Burada  r = iki parçacık arasındaki uzaklık,   
            G = evrensel çekim sabitidir. 
 
 



1.1 STATİK 
      Kuvveler etkisindeki cisimlerin dengesini inceleyen bilim dalıdır. 

Kuvvet: Bir Cismin şeklini veya hızını değiştiren ve başka cisim tarafından uygulanan 
etkiye kuvve denir. 
Rijid Cisim: Kuvvetler etkisinde şeklini değiştirmeyen cisim  
Denge: Newton veya Galileo eksen sistemi denen orijininde güneş bulunan ve sabit 
yıldızlara doğru yönlenen eksen sistemine göre hareketsiz duran veya sabit hızla hareket  
eden cisim dengededir denir. 

Kuvvetler etkinin cinsine göre : Temas etkisi (yüzey kuvvetleri)  ve uzaktan etki ( hacim  
kuvvetleri)  olmak üzere ikiye ayrılır. 

Dengesi incelenen cisimle temasta olan mafsal,mesnet,kablo,çubuk gibi diğer cisimlerden  
gelen kuvvetler yüzey kuvvetleridir. 

Uzaktan etki kuvvetlerine örnek, ağırlık kuvvetleri, manyetik ve elektriksel alanlardan  
gelen kuvvetler verilebilir. 

Kuvvetler cisme etki bölgesine göre: İç kuvvet dış kuvvet şeklinde ikiye ayrılır. 
                                  1F  

                                                                                     2F  
                                                                        
                        3F                                          

                                                                                 4F  

                          1F                      F                                       2F       

                                                               M−  
 
                     3F                               M                                  4F  

                                                           F−  
 
Şekilde gösterilen  1F  ,  2F  , 3F  ,  4F   kuvvetleri dış kuvvetler,  F  ve  F−   kuvvetleri ise iç 
kuvvetlerdir. İç kuvvetler şekilde gösterildiği gibi cismin içinde varolduğu düşünülen  bir 
kesitte oluşur.Bu hayali kesitle cisim iki parçaya ayrılır. Oluşan bu iki ayrı kesitteki iç  
kuvvetlerin etki tepki ilkesine göre şiddet ve doğrultuları aynı yönleri zıttır. 

Kuvvetler cisme mesnetler ve diğer cisimlerden uygulanma durumuna göre : Bilinen 
kuvvetler (aktif kuvvetler) ve mesnet veya bağlardan geleceği düşünülen tepki kuvvetleri  
(reaktif kuvvetler)  olmak üzere ikiye ayrılır.   

Aktif kuvvetler: Ağırlık kuvvetleri veya cismin zorlanma koşullarına göre bilinen dış  
kuvvetlerdir. 

Tepki kuvvetleri : mesnet,mafsal, kablo, çubuk gibi diğer cisimlerin uyguladıkları 
kuvvetlerdir. Bu tepki kuvvetlerinin tam zıttı dengesi incelenen cisim tarafından diğer 
cisimlere aynı şekilde etkir.  
 Sürtünmesiz  temaslarda tepki kuvveti temas yüzeyine diktir. 

 Rijid cismin dengesi : Bir rijid cisim kuvvetle etkisinde dengede ise cisme etki eden tüm 
kuvvetlerin vektörel toplamı ve tüm momentlerin vektörel toplamı sıfırdır.   

0F =∑  ,   0OM =∑  



0xF =∑ ,  0yF =∑ ,  0zF =∑  

0xM =∑  , 0yM =∑ , 0zM =∑  
 
Kuvvetlerle ilgili olan ilk üç denklem kuvvetlerin bileşenleri ve doğrultuları ile ilgili 
değerleri içerebilir. Momentlerle ilgili olan son üç denklemde ise ilk üç denklemdekine ek  
olarak uzaklıklarla ilgili değerlere de rastlanabilir.  

Bu altı denklem yardımı ile sürtünmesiz denge problemleri çözülebilir. 
Sürtünmeli problemlerde ek olarak aşağıdaki sürtünme denklemi kulanılır. 
f Nμ=  

Burada f  = maksimum sürtünme kuvveti 
            μ   = sürtünme katsayısı 
            N  = sürtünen yüzeylerdeki baskı kuvveti (Normal kuvvet) 

Bu denklemlerdeki kuvvet ve momentlerin genelde bilinen kısmına aktif kuvvetler, 
bilinmeyenlere reaktif (tepki ) kuvvetleri denir. Tepki kuvvetleri Mesnetlerden ve mafsallardan 
gelir. Aşağıda çok karşılaşılan mafsal ve mesnetler ve bunlardan cisim üzerine gelebilecek 
kuvvet ve momentlerin doğrultuları gösterilmiştir.  

 
İki boyutlu  mesnet ve bağlar ile bunlardan cisme gelen tepki kuvvetleri: 
                                  
 
 
 
 
 
Yuvarlanan elemanlar       kavisli yüzey    sürtünmesiz     kayma yüzeyine 
                                                                      yüzey             dik tepki kuvveti 
 
 
                                                                               
                                                                                
 
 
 
Çubuk doğrultusunda hareket edebilen        tepki kuvveti hareket 
bilezik ve buna mafsallı diğer çubuk             doğrultusuna  dik 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
                                                               
 
Kanal doğrultusunda hareket                    kanal doğrultusuna dik 
                                                                    tepki kuvveti 
 
                                                                             y 
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                                                                  Rx                           x    
 
 
 
Sabit silindirik mafsallı                   Tepki kuvvetinin doğrultusu 
                                                                     bilinmiyor.  
 
 
 
 
                                                          y 
 
                                                 Rx                        x 
 
                                                               Ry 
Pürüzlü yüzey                     Yüzey tepkisinin doğrultusu 
                                             bilinmiyor 
 
                                                                     y  
 
 
 
                                                            Rx                                                        x  
                                                                               MO 
                                                                    Ry  
 
Ankastre mesnet                                   Bilinmeyen kuvvet ve şiddeti 
                                                              bilinmeyen  moment  



Üç boyutlu mesnet ve bağlar ile bunlardan cisme gelen tepki kuvvetleri: 
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tek noktadan küreye temas               temas yüzeyine dik tepki kuvveti  
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Sürtünmesiz temas                             temas yüzeyine dik tepki kuvveti 
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                                                                                         Rz 
                                                                                                      Ry 
                                                                                 z 
                                                                                  
Pürüzlü yüzeyde               ray üzerinde                  iki doğrultuda bilinmiyen 
Yuvarlanan tekerlek       yuvarlanan tekerlek         tepki  kuvveti 
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                                                                                   z  
Pürüzlü yüzey                     küresel  mafsal            üç doğrultuda bilinmiyen 
                                                                                          tepki kuvvetleri 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Küresel mafsalın ayrıntılı şekli                                   y    
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                                                                                                                           x 
                                                                                  Rz          Rx       Mx             
 
                                                                                     Mz  
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ankastre mesnet                                üç doğrultuda bilinmiyen tepki kuvveti  
                                                        ve üç doğrultuda bilinmiyen tepki momenti 
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        Üniversal kavrama                                          Rz  
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                                                               üç doğrultuda bilinmiyen kuvvet ve 
                                                                   bir  doğrultuda bilinmiyen moment 
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                                                                          İki doğrultuda bilinmiyen kuvvet ve 

Eksenel doğrultuda hareket edebilen silindirik mafsal      iki doğrultuda bilinmiyen moment 
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                                                                Üç doğrultuda bilinmiyen kuvvet ve       
                                                                İki doğrultuda bilinmiyen moment 
Eksenel doğrultuda hareket yeteneği olmayan  silindirik mafsal 



Bunlardan başka ip kuvveti ip doğrultusundadır. Birde ağırlıksız olup uç 
noktalarından sürtünmesiz mafsallı ve uç noktaları dışında yük taşımıyan 
çubuklardan gelen tepki kuvvetleride çubuk doğrultusunda kabul edilir. 
 
6.2 İç kuvvetler ve kesit zorları 
  İç kuvvetlerin cismin bir kesiti içindeki bileşenlerine kesit zorları denir. 

         Kesite etki eden kuvvetin kesite dik bileşenine Normal kuvvet denir. 
         Kesite etki eden kuvvetin kesit içindeki bileşenine Kesme  kuvveti denir. 
         Kesite etki eden momentin  kesite dik bileşenine Burulma momenti denir. 
         Kesite etki eden momentin  kesit içindeki bileşenine Eğilme momenti denir. 
 
Uygulamalar: 
 
 

 
 

1 (2 4) (10 6) 2 4R i j i j= − + − = − +  
2 (7 4) (8 6) 3 2R i j i j= − + − = +  

 
1 1 2 4F aR ai aj= = − +  
2 2 3 2F bR bi bj= = +  

0 144gravityF i j= −  
0xF =∑  ⇒   2 3 0 0a b− + + =    ⇒     3

2
a b=  

0yF =∑  ⇒   4 2 144 0a b+ − =   ⇒     34 2 144 0
2

b b+ − =  ⇒  144 18
8

b = = ,  27a =  

1 54 108F i j= − +   2 2
1 54 108F = +  ,    1 120,75F N=  

2 54 36F i j= +      2 2
2 54 36F = +   ,    2 64,9F N=  

 
 
 
 

Yiyecekleri ayılardan korumak için 
kamp sakinleri, yiyecekleri 
doldurdukları bir kutuyu ağaçlara 
şekildeki gibi bağlıyorlar. Kutu ile 
birlikte yiyeceklerin toplam ağırlığı 
144 N olduğuna göre her bir ipteki 
kuvveti bulunuz.  



 
Çözüm: 
 

1 (0 50) (0 40) (30 20) 50 40 10C i j k i j k= − + − + − = − − +  

2 (100 50) (0 40) (30 20) 50 40 10C i j k i j k= − + − + − = − +  

3 (100 50) (80 40) (30 20) 50 40 10C i j k i j k= − + − + − = + +  

4 (0 50) (80 40) (30 20) 50 40 10C i j k i j k= − + − + − = − + +  
Kablodaki kuvvetlerin doğrultuları birbirine göre simetrik olduğundan a skala sabiti bütün 
kablolarda aynı olur. 

1 1 50 40 10F aC ai aj ak= = − − +  
2 2 50 40 10F aC ai aj ak= = − +  
3 3 50 40 10F aC ai aj ak= = + +  
4 4 50 40 10F aC ai aj ak= = − + +   

0 0 9800gravityF i j k= + −  
 

50 50 50 50 0 0xF a a a a= − + + − + =∑  
40 40 40 40 0 0yF a a a a= − − + + + =∑  

10 10 10 10 9800 0zF a a a a= + + + − =∑  ⇒   245a =  
1 12250 9800 2450F i j k= − − +  
2 12250 9800 2450F i j k= − +  
3 12250 9800 2450F i j k= + +  
4 12250 9800 2450F i j k= − + +  

 
2 2 2

1 2 3 4 12250 9800 2450 15900F F F F N= = = = + + =  
Emniyet katsayısının 3 olması istendiğine göre kablolar  3*15900 47700N N=  luk kuvvete 
dayanabilmelidir.  
 
 
 
 
 

Bir spor stadyumunda 1000 
kg kütleli bir skor tablosu 
şekilde gibi  4  adet kabloyla 
bağlanmıştır. Kabloladaki 
emniyet katsayısı 3 olduğuna 
göre her bir kablonun taşıma 
kapasitesi ne olmalıdır. 



 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



SORU 1: 250 N  şiddetindeki kuvvetin 
robotun tabanındaki O noktasına göre  
momentini bulunuz.  
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Çözüm:  

OM OC F= ∧  

OC OA AB BC= + +   ,      250 BCF k U= ∧    

500OA j=  
0 0400sin 60 400cos60AB i j= −   
0 0300sin50 300cos50BC i j= +   ,   0 0sin50 cos50BCU i j= +  

576.22 492.84OC i j= +  
0 0cos50 sin50BCk U i j∧ = − +    

160.7 191.51F i j= − +  

576.22 492.84 0 189551
160.7 191.51 0

O

i j k
M k= =

−
 

189.6OM Nm=  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

300 

x

y 



 
 
 
 
 
 
 
    
 
 
 
 
 
 
 
 
Çözüm: 
 0R =   ⇒  0AD AC BS S R F+ + + =  

0BM =∑  ⇒   0AD ACBA S BA S BM F∧ + ∧ + ∧ =  
 

4 5 10
141AD AD AD

AD i j kS S S
AD

− − −
= =     ,    4 5 10

141AC AC
i j kS S − −

=  

0 020sin 20 20cos20F i j= +  ,   3 10BA j k= +  ,    1.5 5BM j k= +  
 

0 0

0 3 10 0 3 10 0 1.5 5
4 5 10 4 5 10 20sin 20 20cos 20 0
141 141 141 141 141 141

B

AD AD AD AC AC AC

i j k i j k i j k
M

S S S S S S

= + +

− − − − −

∑

 
0 0 020 20 40 40 12 12( 100cos 20 ) ( 100sin 20 ) ( 30sin 20 ) 0

141 141 141 141 141 141B AD AC AD AC AD ACM S S i S S j S S k−
= − − + + + + − − =∑

 
0

0

20 20( 100cos 20 ) 0
141 141
40 40( 100sin 20 ) 0
141 141

AD AC

AD AC

S S

S S

− − =

−
+ + =

    ⇒      
22.82

32.97

AC

AD

S kN

S kN

=

=
 

 

0R =        ⇒             

0

0

4 4 20sin 20 0
141 141
5 5 20cos 20 0
141 141
10 10 0
141 141

AD AC x

AD AC y

AD AC z

S S R

S S R

S S R

− + + + =

− − + + =

− − + =

      ⇒     
3.42

4.7

46.98

x

y

z

R kN

R kN

R kN

= −

=

=

    

    
 
 
 

SORU 2: y-z Düzleminde bulunan AB 
direği B noktasından küresel mafsal, A 
noktasından ise AD ve   AC ipleri 
yardımı ile tesbit edilmiştir. Direğin orta 
noktası olan M ye etki eden 20 kN 
şiddetindeki kuvvet yatay düzlemde 
bulunmaktadır. Direğin ağırlığını ihmal 
ederek İplerdeki kuvvetleri ve B deki 
mafsal tepkisini bulunuz. 

(0,3,10) 

(4,-2,0) 

(-4,-2, 0) 

(0,1.5,5) 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Çözüm:    
 
 x y z A Ax Ay Az 
1 -L/2 0 0 2 RLπ  -πRL2 0 0 
2 -5L/16 -0.9R 0.373R -3πRL/32 15πRL2/512 2.7πR2L/32 -1.119πR2L/32
   ∑  πRL(2-3/32) πRL2(-1+15/512) 2.7πR2L/32 -1.119πR2L/32
 

2
sin sin /8cos cos /8 0.9

/8
R Ry Rα πα π
α π

= − = − = −  

2
sin sin /8sin sin /8 0.373

/8
R Rz Rα πα π
α π

= = =  

2
2 3 3

8 8 32
R L RLA π π

= − = −  

2RL (-1+15/512) 497 /512
RL(2-3/32) 61/32Gx Lπ

π
= = −    ,   497 0.509

976Gx L L= − = −  

 
22.7 R L/32 2.7 /32

RL(61/32) 61/32Gy Rπ
π

= =    ,   2.7 0.044
61Gy R R= =  

2-1.119 R L/32 1.119 / 32
RL(61/32) 61/ 32Gz Rπ

π
−

= =  ,   1.119 0.0183
61Gz R R−

= = −  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

SORU 3: Şekilde gösterilen 
homojen malzemeden ince cidarlı 
içi boş silindir (Boru) şeklinde 
yapılan cisimden pencere şeklinde 
bir parça çıkarılmıştır. Bu 
oluşturulan cismin kütle 
merkezinin koordinatlarını 
hesaplayınız. 

1 

2 
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Çözüm: 
 
 

 
 

 
 

Yaya gelen kuvvet için  S k x= ∗Δ  den , 625
0.030

Sk
x

= =
Δ

,   20833 /k N m=  

 
 
 
 
 
 

0M =∑ ⇒  2 0M f R− ∗ =  ⇒  
100

2 0.4
Mf
R

= = ,    250f Newton=  

f Nμ=  ⇒  250
0.2

N = ,   

1250N Newton=  

O 

f 

f 

N N 

0AM =  ⇒   500 250 0S N− =  
250 1250

500
S ∗
= , 625S Newton=  f 

f 

N 
N 

S S 

SORU 1:  Şekildeki çift bloklu fren sisteminde 
yay vasıtası ile volan frenlenmektedir. Volanı 
serbest bırakmak için kola P kuvveti uygulanması 
gerekir. Eğer P = 0 ise yay 30 mm  sıkışmış 
durumdadır. Eğer fren papuçları ile volan 
arasındaki sürtünme katsayısı  0.20μ =  ise M = 
100 N.m lik döndürme momenti etkisindeki 
volanı frenleyebilmek için gerekli olan en küçük 
yay sabitini bulunuz. Papuçların boyutunu ihmal 
ediniz. 



 
 
 
 
 
    
 
 
 
 
 
 
Çözüm: 

 
 

W mg= ,  375.14m kg= ,    375.14
2 0.5 2.5

mρ = =
+

,      150 /kg mρ =  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Q 
q 

W 
1000 0.8 800q g g= ∗ ∗ = ∗ ,  800 ( / )q g N m= ∗  

00.8 / cos30 800 0.8 3
2 4

q gQ ∗ ∗ ∗
= = , 

277.13 ( )Q g N= ∗  

0AM =∑  ⇒  0

2 0.5 1 0.8(2 ) 0
2 3 cos30

W Q+
− − =  

2 1 2 0.8(2 )277.13
2.5 3 3

W ∗
= − ,  375.14 ( )W g N= ∗  

SORU 2: A dan silindirik mafsal ile 
mesnetlenmiş homojen yapıdaki 2.5 metre 
uzunluğundaki bir AB plakası bir su 
kanalında şekildeki gibi kullanılmaktadır. Su 
seviyesinin 0.8 metreye ulaştığında kapağın 
suyu tutabilmesi için kapak malzemesinin 
birim uzunluğunun kütlesi en az ne olmalıdır. 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
     
 
 
 
 
 
 
 
 
Çözüm:  
 
DE çubuğundaki kuvvet kesim metodu ile bulunabilir. 
          
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
DL çubuğundaki kuvvet düğüm noktası metodu ile bulunabilir. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

SORU 3: Şekildeki kafes sisteminde  
DE ve DL  çubuklarındaki kuvvetleri 
bulunuz. 

DES  

ELS  
KLS  

0LM =∑  ⇒  2 6 8 0DES − ∗ =  

24DES kN=  çekme kuvveti 

2 m 

24 kN 

DLS  

DCS  

0xF =∑  ⇒  2 24 0
2DLS + =  

24 2DLS = ,   33.94DLS kN= Basma kuvveti 



Statik Final 20072 soruları ve çözümleri 
 
 
 
     
                            
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Çözüm:    
 

0 400M OP j= ∧ −   
 

6 0.8 1.2OP i j k= + +  

0 (6 0.8 1.2 ) 400M i j k j= + + ∧ −  

0 480 2400M i k N m= − ⋅  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

SORU 1: Bir helikopter üç boyutlu bazı 
geometrik değerleri ile şekilde 
verilmiştir. Yerde yapılan bir test 
esnasında 400N luk aerodinamik 
kuvveti kuyruktaki rotora  P noktasında 
uygulanmıştır. Bu kuvvetin O noktasına 
göre momentini bulunuz.  



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0Gyη = =  ( 0y =  düzlemi,  simetri düzlemi olduğundan dolayı) 
 
 
                                                                                                                                                                               
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   x            z       V      V x      V z  
1 40

π
−  35 17.5

2
=  

15750π  630000−  275625π  

2 80
3π

−  2510 22.5
2

+ =  
5000π− 400000

3
 

112500π−

                   ∑  10750π  1490000
3

−
163125π  

 
 

1490000
3 10750Gxξ

π
−

= =
∗

 ,   14.7Gx mmξ = = −  

163125
10750Gz πζ

π
= =  ,      1305 15.17

86Gz mmζ = = =  

 
 
 
 
 

SORU 2: Metalden döküm yoluyla 
elde edilen şekildeki parçanın kütle 
merkezinin koordinatlarını bulunuz. 

Ölçüler mm cinsindendir. 

2 1 1
4 30 40

3
x

π π
∗

= − = − ,    
2

1
(30) 35 15750

2
V π π= =  

1
4 20 80

3 3
x

π π
∗

= − = − , 
2

2
(20) 25 5000

2
V π π= − = −  



 
      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Çözüm:  
    

 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 

0D ES r W rδτ δ δ= • + • =  

CDS SU=  ,  W mg j= −   

2 2

( cos ) sin
2 cos

CD
CD L b i b jU
CD b L bL

θ θ

θ

− − +
= =

+ −
 ,  

2 2

( cos ) sin
2 cos

L b i b jS S
b L bL

θ θ

θ

− − +
=

+ −
 

cos sinDr b i b jθ θ= +   ,   2 cos 2 sinEr b i b jθ θ= +  
 

sin cosDr b i b jδ θ δθ θδθ= − + ,   2 sin 2 cosEr b i b jδ θ δθ θδθ= − +  
2 2

2 2

sin sin cos sin cos 2 cos 0
2 cos

bL b b S bmg
b L bL

θ θ θ θ θδτ δθ θδθ
θ

− +
= − =

+ −
 

 

2 2

tan 2 0
2 cos

L S mg
b L bL

θ

θ
− =

+ −
 ,   

2 22 2 cos
tan

mg b L bLS
L

θ
θ

+ −
=  

2L b=  ise  
2 2 22 4 4 cos

2 tan
mg b b bS

b
θ

θ
+ −

= ,   5 4cos
tan

mgS θ
θ

−
=  

 

SORU 3: Şekilde gösterilen araç 
kaldırma sistemindeki 
a)  hidrolik silindirin uyguladığı 
kuvveti  θ  ya bağlı olarak bulunuz. 
b) 2L b=  olursa silindirdeki 
kuvvetin 
  θ  ya bağlı ifadesi ne olur. 
(Sistemin kütlesi aracın m kütlesi 
yanında ihmal edilebilir.) 

W 

S 
S 

A B C 

D 

E 

x 

y 



 
Ek bilgi : Silindirdeki kuvvetin 2L b=  ve 1W mg= =  için θ  ya göre değişiminin mathematica 
programında çizdirilmesi:  
 
W = 1;

s@θ_D =
W 
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!5−4 Cos@θD

Tan@θD
Plot@s@θ DegreeD, 8θ,5,90<,AxesLabel→ 8θ,S<D; 
 
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!5− 4Cos@θD Cot@θD 

 
 
 
 
 
 
 
 

1.2 DİNAMİK 
1.3 MUKAVEMET 
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1.2 MUKAVEMET  
 

 
 

F
A

σ =   Gerilme 

 

0

l
l

ε Δ
=   Birim şekil değiştirme ( Uzama oranı ) 

Akma gerilmesiemniyet katsayısı
Emniyetli gerilme

=  

    
 
 
    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ε , Birim şekil değiştirme 

   
σ 

,  
G

er
ilm

e 

0.002 

Emniyetli gerilme  

Orantı sınırı 

Elastiklik sınırı 

Akma gerilmesi
Kopma sınırı

Kopma, kırılma 

Parçaların zorlanma şekilleri 

Çekme 
Basma 

Kesme  
(Makaslama ) Eğilme 

Burulma 

Burkulma 



 
Basit Gerilmeler 
Çekme………. ç

F
A

σ =  

Basma………. b
F
A

σ = −  

Kesme………. m
F
A

τ =  

Eğilme………. e
e

M
W

σ =  ( 1
1

eM
W

σ = ,  2
2

eM
W

σ =  ) 

1
1

IW
e

= ,  2
2

IW
e

= ,  ( emniyetli taşıma için 1 çekiσ σ≤  , 2 basıσ σ≤  ) 

Burulma…….. b

p

M
W

τ =  

Dairesel kesitli paçalar için  
4 3/ 32

/ 2 / 2 16
p

p

I d dW
d d

π π
= = =  

 
Burada  F  kuvvet, A alan, eM  eğilme momenti, bM  burulma momenti, W  kesitin mukavemet 
momenti, pW  kesitin polar mukavemet momenti, I tarafsız eksene göre atalet momenti, pI  
kesitin merkezine göre atalet momenti, d dairenin çapı, 1e  kesitte tarafsız eksenden çekme 
gerilmeleri yönünde en uzak mesafe, 2e  kesitte tarafsız eksenden basma gerilmeleri yönünde en 
uzak mesafedir. 
 
Basit Şekil Değiştrmeler 
Çekme ve Basma  
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Eσ ε=  ⇒   P
E AE
σε = =  

L
δε = ⇒  Lδ ε= ,   PL

AE
δ =   

i i

i i i

PL
A E

δ =∑  

d
dx
δε =  ⇒  Pdxd dx

AE
δ ε= =  ⇒    

0

L Pdx
AE

δ = ∫  



 
 
 
 
 
 
     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3 31 1 2 2

1 2 3

1i i

i i i

PL P LPL P L
A E E A A A

δ
⎛ ⎞

= = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

3 3 3

5

1 (260 10 )300 ( 70 10 )300 (130 10 )400
2 10 600 600 200

δ
⎛ ⎞× − × ×

= + +⎜ ⎟× ⎝ ⎠
  ,      1.775mmδ =  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Verilen yükleme altındaki çubukta 
oluşan şekil değişimini bulunuz. 
 ( 5 2200 2 10 /E GPa N mm= = ×  ) 

1 2 0.3L L m= = ,  3 0.4L m=  
2

1 2 600A A mm= = ,  2
3 200A mm=  

1 2 3, ,P P P   iç kuvvetlerini bulmak için 
her bir parçadan geçen kesitler alınıp 
her bir kesilen para için serbest cisim 
diyagramları çizip denge denklemleri 
yazılabilir. 

1 130 330 200 260P kN= + − =  

2 130 200 70P kN= − = −  

3 130P kN=  

Şekilde üç tane L uzunluğundaki 
elastik çubuk, A daki rijit  bağlantı  
çubuğu ile birbirlerine bağlanmıştır. 
 C ve  C′  deki rijit temellere 
 yandaki iki çubuk dayanmaktadır. 
AB çubuğundaki boy uzaması, B nin 
A ya göre /B Aδ  yer değiştirmesidir. 

/B A B A
PL
AE

δ δ δ= − =  
C′



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Çözüm:    
     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rijit BDE kolu AB ve CD bağlantı çubukları ile 
desteklenmektedir. Kesit alanı 500 mm2 olan AB 
bağlantısı Alüminyumdan (E =70 Gpa), kesit alanı 
600 mm2 olan CD çubuğu çelikten(E = 200 Gpa ) 
yapılmıştır. E ye uygulanan 30kN şiddetindeki 
düşey doğrultudaki kuvvetten dolayı B, D ve E deki  
düşey yer değiştirmeleri (sehimleri) bulunuz. 
 
  

BDE kolu için serbest cisim diyagramı 
+ 0BM =∑  ⇒  (30 )(0.6 ) (0.2 ) 0CDkN m F m− + =  
                   90CDF kN= +     90CDF kN=   çekme 
+ 0DM =∑  ⇒  (30 )(0.4 ) (0.2 ) 0ABkN m F m− + =  
                   60CDF kN= −     60ABF kN=   Basma 
B deki sehim 
AB çubuğundaki iç kuvvet bası olduğundan 

60P kN= −   dır. 
3

6 2 9

( 60 10 )(0.3 )
(500 10 )(70 10 )B

PL N m
AE m Pa

δ −

− ×
= =

× ×
 

6514 10B mδ −= − ×         0.514B mmδ = ↑   
(Negatif işaret AB çubuğundaki kısalmayı göterir.) 
      
D deki sehim  
CD çubuğundaki iç kuvvet çeki olduğundan 

90P kN=   dır. 
3

6 2 9

(90 10 )(0.4 )
(600 10 )(200 10 )D

PL N m
AE m Pa

δ −

×
= =

× ×
 

6300 10D mδ −= ×        0.3D mmδ = ↑  
E deki sehim  
B, D ve E nin yer değiştirmiş konumlarını B′ , D′  
ve E′  ile gösterelim. BDE kolu rijit olduğundan B′ , 
D′  ve E′  aynı doğru üzerinde olur ve aşağıdaki 
eşitlikler yazılabilir. 
BB BH
DD HD

′
=
′

         0.514 (200 )
0.300

mm mm x
mm x

−
=   

73.7x mm=  
EE HE
DD HD

′
=
′

    (400 ) (73.7 )
0.300 73.7

E mm mm
mm mm

δ +
=  

                           1.928E mmδ = ↓  



Eğilme 
 
    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )
x

y yρ θ ρθε
ρθ ρ

− −
= = −  

mσ  maksimum gerilme 
 olduğundan  

x m
y
c

σ σ= −  

m
Mc
I

σ =  

x
My
I

σ = −  

IS
c

=  kesit mukavemet 

modülü 

 m
M
S

σ =  

1 M
EIρ

=  

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Burulma 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gτ γ=   

L
ρφγ =  

max
c
L
φγ =   ⇒  maxc

ργ γ=  

maxc
ρτ τ=  

max
Tc
J

τ =   ,   T
J
ρτ =  

İçi dolu dairesel kesitli miller için  
41

2
J cπ=   

Aynı merkezli ve içinde dairesel 
delik bulunan kesitler için  

 4 4
2 1

1 ( )
2

J c cπ= −  

TL
JG

φ =  

i i

i i i

T L
J G

φ =∑  



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



BURKULMA 
 
                   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Q noktasındaki eğilme momenti M P y= −  
2

2

d y M Py
dx EI EI

= = −  

2

2 0d y P y
dx EI

+ =  ve   2 Pp
EI

=  kabulu ile 

 
2

2 0d y p y
dx

+ =  şekline dönüşen dif. Denkl. 

Çözümü  
sin cosy A px B px= +  

0x =  da  0y =  olduğundan B=0 olur 
x L=  de   0y =  konursa 

sin 0A pL =  bulunur. Buradan   
sin 0pL =  ⇒   pL nπ=  veya 
 

2 2

2

n EIP
L
π

=  bulunur. Buradan 1n =  için  

En küçük P   elde edilir. 
2

2cr
EIP

L
π

=  

Çeşitli sınır koşullarında kolonun  etkili uzunluğu 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

DİNAMİK 
 
 

MADDESEL  NOKTANIN  KİNEMATİĞİ 
4.1 Kinematiğin temel kavramları 
 Yer vektörü : Bir maddesel noktanın bir mukayese cismine (koordinat sistemine) 
göre bulunduğu yere orijinden uzanan vektör.  
Hız vektörü : Yer vektörünün zamana göre türevi 
İvme vektörü: Hız vektörünün zamana göre türevi veya yer  vektörünün zamana 
göre ikinci türevi 
Aşısal hız: Aynı düzlemde hareket eden noktayı sabit bir noktaya bağlayan 
doğrunun aynı düzlemdeki sabit bir doğru ile yaptığı açının zamana göre türevi 
Açısal ivme: Açısal hızın zamana göre türevi 

                            y     
                      
                                              p                                                      
 
                                       r  
 
                                 
                                                                        x 
 
 
                z 
            r     (Yer vektörü ) 

        
dt
rdV =      ( Hız Vektörü )  ,        

dt
Vda =     ( İvme vektörü ) 

                                               y        
 
                                                                P 
                                                          θ  
                                                                        x 
 
 
 
                   )(tθ=θ     (Zamanı fonksiyonu olan aynı düzlemdeki açı ) 



                 
dt
dθ

=ω       ( Açısal hız )   ,        
dt
dω

=α     (Açısal ivme ) 

4.2 Maddesel noktanın hareketinin kartezyen koordinat sisteminde 
incelenmesi 

                              y  
 
                                                  ),,( zyxA  
 
 
                                              r          
 
                                                                            y  
 
                   
                  z  
Bir maddesel noktanın hareketinde koordinatları 

       )(txx = ,   )(tyy = ,    )(tzz =  

şeklinde  ise   yer , hız ve ivme vektörleri aşağıdaki gibi  hesaplanır. 

       ktzjtyitxr )()()( ++=    

       ktzjtyitxV )()()( ++=  

       ktzjtyitxa )()()( ++=   
Burada değişkenlerin üzerindeki noktalar zamana göre türevi göstermektedir. 
 
Problem 4.2.1 
Bir maddesel nokta bir eğri üzerinde  
 10x Cos t=    ,    8y Sin t=     ,  3z t=  

bağıntılarına göre hareket etmektedir. 
6

t π
=  için maddesel noktanın yer, hız ve 

ivme vektörlerini bulunuz. 
 
Çözüm: 

10 8 3r Cos t i Sin t j t k= + +   ,  10 8 3V Sin t i Cos t j k= − + +   
10 8a Cos t i Sin t j= − −  

6
t π
=  için   10 8 3

6 6 6
r Cos i Sin j kπ π π
= + +   ,    5 3 4

2
= + +r i j kπ  

10 8 3
6 6

V Sin i Cos j kπ π
= − + +   ,      5 4 3 3= − + +V i j k  



10 8
6 6

a Cos i Sin jπ π
= − −   ,        5 3 4= − −a i j  

 
4.3 Maddesel noktanın hareketinin Doğal koordinat sisteminde 

incelenmesi 
                                          y  
                                                         V  
 
                                                         Ta                           
                                     a                           T  
                                                                         s        (+) 
                                                         N                   o1  
                                              Na           
                                                       r  

    
                                        o                                                           x 
 
 
 
        z 
          Daha önce formülleri çıkarılan doğal koordinat sistemindeki  P   vektörü  
yerine  r   yer vektörü  u yerine  t  zaman değişkeni alınırsa aşağıdaki hız ve ivme 
ifadeleri  elde edilir. 
      T

dt
ds

dt
rdV ==  

      N
R

dt
ds

T
dt

sd
dt

rda

2

2

2

2

2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+==  

 
  Problem 4.3.1  
 Bir maddesel nokta bir eğri üzerinde   3 22 5 4s t t= + −  ( Burada s  metre , t  saniye 
cinsindendir.)  bağıntısına uygun olarak hareket etmektedir.  1t =   de  maddesel 
noktanın bulunduğu yerin eğrilik yarıçapı 5 .R m= olduğuna göre bu andaki hız ve 
ivme vektörlerini doğal koordinat sisteminde hesaplayınız. 
Çözüm: 

dsV T
dt

=   ,  N
R

dt
ds

T
dt

sd
dt

rda

2

2

2

2

2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+==  

26 10= +
ds t t
dt

   ,       
2

2 12 10= +
d s t
dt

 

1t =  de    16=
ds
dt

     
2

2 22=
d s
dt

  



   16=V T    ,           
2(16)22

5
= +a T N   ,    22 51,2= +a T N  

 
Problem 4.3.2   
    Bir maddesel nokta bir eğri üzerinde  hareket ederken bir t anında hız ve ivme 
vektörlerinin kartezyen koordinatlardaki bileşenleri  

6 2 3V i j k= − +     ,        3 4a i j= +  
olduğuna göre bu an için hız ve ivme vektörlerinin doğal koordinat sistemindeki 
ifadelerini ve eğri üzerinde bulunduğu noktanın eğrilik yarıçapını bulunuz. 
(Uzunluklar metre zaman saniye cinsindendir) 
 
 Çözüm: 
                               V  
 
  
                                                   Ta  
                                         θ        A 
                       a                       
 
                                   Na  
 
    2 2 26 ( 2) 3V = + − +   ,       7 /V m s=    ,       7=V T     

     V a V a Cosθ• =    ,       2 23 4a = +    ,     25 /a m s=  

     V aCos
V a

θ •
=     ,     6*3 2* 4

7 *5
Cosθ −

=   ,    10
35

Cosθ =   ⇒     73,4 oθ =  

     21, 43 /= =Ta a Cos m sθ   ,      24,79 /= =Na a Sin m sθ  
 
     1,43 4,79= +a T N  
 
     

2

N
Va
R

=    ⇒     
2

N

VR
a

=   ,      49
4,79

=R  ,  10,23=R m             

 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
4.4 Maddesel noktanın doğrusal hareketi 
Maddesel noktanın yörüngesi bir koordinat sistemine göre doğru 
şeklinde ise  maddesel noktanın bu koordinat sistemine göre yaptığı 
harekete doğrusal hareket denir. 
 
                                         y                                                                                                          

                                                                                  ΔU                     Δ     

                                                  s                 A 

                                                           
                            o1                         r  
                                                                                                x  
                                            o            
             z 
 
            Maddesel noktanın yörüngesi olan bu doğru üzerinde keyfi bir başlangıç 
noktası ve  yön   seçilebilir. Buradaki  s   A da bulunan maddesel noktanı doğru 
üzerindeki başlangıç noktasına göre alınan ölçüdür. 
      Burada maddesel noktanın konumunu gösteren r   yer vektörü        

          1 1r OO O A= +        şeklinde yazılabilir. 1O A s UΔ=     olduğundan 
    1r OO s UΔ= +      olur. 

Hız vektörü     Δ= U
dt
dsV     

İvme vektörü    Δ= U
dt

sda 2

2
  

Bu elde edilen hız ve ivme vektörleri aynı doğrultuda olduğundan önce şiddetleri 
hesaplanıp sonra vektör formuna kolayca getirilir.  
Doğrusal hareketi için aşağıdaki skaler denklemler kullanılır. 

   
dt
dsV =      ,      

dt
dVa =      ,        2

2

dt
sda =   

ve ayrıca 
dt
dsV =    den   çekilen   

V
dsdt =   eşitliği  

dt
dVa =   denklemine 

yerleştirilirse  
 

ds
VdVa =   



   denklemi elde edilir. Bu elde edilen 4 adet denklemden doğrusal harekete ait 
problemler çözülmeye çalışılır. 
 

 

4.5.1 Sabit hızlı doğrusal hareket 

    Bir doğrusal hareketteki hız  V  sabit ise  aşağıdaki işlemler yapılabilir. 
    

dt
dVa =    den     

   0=a     bulunur. Ve  

dt
dsV =    den   Vdtds =   yazılıp V  sabit olduğu için kolayca integre ederek 

∫∫ =
ts

S

dtVds
00

     ⇒    tVss += 0      

sabit hızlı doğrusal harekete ait konum zaman bağıntısı bulunur. 
 
Problem 4.5.1.1     
Bir maddesel nokta bir doğru üzerinde  6 /V m s=  sabit hızı ile hareket ettiğine 
göre 0t =  da  8s m=   olduğuna göre  5 inci saniyedeki konumunu bulunuz. 
Çözüm: 
              0s s V t= +    konum zaman denkleminden   

5t =    deki   konum   t  yerine 5 yazarak bulunur. 
8 6 *5s = +   ,      38 .=s m  

 

4.5.2 Sabit ivmeli doğrusal hareket 

    Bir doğrusal hareketteki ivme a   sabit ise  aşağıdaki işlemler yapılabilir. 
  

dt
dVa =    den    dtadV =    yazıp  integre ederek 

   ∫∫ =
tV

V

dtadV
00

       ⇒       taVV += 0  

hız zaman bağıntısı elde edilir. 

dt
dsV =    den     dttaVds )( 0 +=    yazıp integre ederek 

∫ ∫ +=
S

S

t

dttaVds
0 0

0 )(    ⇒       2
00 2

1 tatVss ++=  

konum-zaman bağıntısı elde edilir. 



Ayrıca  
ds

VdVa =    bağıntısından yazılan   dVV
a

ds 1
=   bağıntısı integre edilirse   

∫∫ =
V

V

S

S

dVV
a

ds
00

1      ⇒      )(
2
1 2

0
2

0 VV
a

ss −+=   

konum-hız  bağıntısı elde edilir.  

Problem 4.5.2.1  Bir maddesel nokta bir doğru üzerinde  23 /a m s=  sabit ivmesi  
ile hareket ettiğine göre 0t =  da konumu 8s m=  ve  hızı  4 /V m s=  olduğuna 
göre  5 inci saniyedeki konumunu bulunuz. 
Çözüm: 
             2

00 2
1 tatVss ++=    konum zaman denkleminden   

7 .t s=    deki   konum   t  yerine 7 yazarak bulunur. 
218 4*7 3*7

2
s = + +    ,        109,5 .=s m  

 

4.5.3  )(tfa =  İvme zamanın fonksiyonu şeklinde verilmiş ise  

           
dt
dVa =    den  elde edilen   dtadV =    denklemde  a  yerine   )(tf   yazıp 

integre edilirse  

           dttfdV )(=   ⇒  dttfdV
tV

V

)(
00

∫∫ =  

        ∫+=
t

dttfVV
0

0 )(    

   hız –zaman bağıntısı elde edilir. Bu bağıntıdaki V  hızı yerine  
dt
ds  yazıp 

düzenlendikten sonra integre edilirse 

   ∫+=
t

dttfV
dt
ds

0
0 )(     ⇒    dtdttfVds

ttS

S

])([
0

0
00

∫∫∫ +=  

       dtdttfVss
tt

])([
0

0
0

0 ∫∫ ++=  

konum-zaman bağıntısı elde edilir. Burada  0s   ve  0V   Başlangıç değerleridir. 

Problem 4.5.3.1  Bir maddesel nokta bir doğru  2 3a t= +  ivme zaman bağıntısı   
ile hareket ediyor. 0t =   da  konum 4 .s m=    ve  hız  10 / .V m s= −  olduğuna göre  

6t =   daki  konumu ve hızı hesaplayınız.    
Çözüm: 



 dVa
dt

=  den dV a dt=   yazılabilir. Burada  a   yerine  2 3t +   yazıp integre edilirse   

    (2 3)
O

V t

V O

dV t dt= +∫ ∫    ⇒      2 3OV V t t= + +       

  denklemi elde edilir. Bu denklemde   OV   yerine  –10 konursa   
    2 3 10V t t= + −   Hız-zaman denklemi elde edilir.Burada t  yerine  6 yazılırsa   
    29 /=V m s      bulunur. 

dsV
dt

=   den  ds V dt=   yazılabilir. Burada  V   yerine  2 3 10t t+ −   yazıp integre 

edilirse  

2

0

( 3 10)
O

S t

S

ds t t dt= + −∫ ∫  

3 2
0

1 3 10
3 2

s s t t t= + + −  

denklemi elde edilir. Burada  0s    yerine 4 yazılırsa 

3 21 3 10 4
3 2

s t t t= + − +  

konum-zaman denklemi  elde edilir. Burada t  yerine  6 yazılırsa   

  70=s m   

bulunur. 

 

 

 

4.5.4 )(sfa =  İvme konumun fonksiyonu şeklinde verilmiş ise  

       a    yerine   
ds

VdV    veya   2

2

dt
sd    yazıp denklem düzenlendikten sonra integre 

ederek  hız-konum veya  konum-zaman denklemleri bulunur. 
 

Problem 4.5.4.1     
Bir maddesel nokta bir doğru üzerinde 1/ 212a s=  ivme -konum bağıntısı   ile 
hareket 
ediyor. 0t =   da  konum 0s =    ve  hız  0V =  olduğuna göre  

2t =   deki  konumu hızı ve ivmeyi hesaplayınız.    
Çözüm: 



a    yerine   
ds

VdV   yazıp  elde edilen 

1/ 212VdV s
ds

=   denklemi  
1/ 212V dV s ds=    şeklinde düzenlenip integre edilirse 

1/ 2

0 0

12
V s

V dV s ds=∫ ∫   ⇒    2 3/ 21 112
2 3/ 2

V s=    ⇒   3/ 44V s=   denklemi elde edilir. 

 Bu denklemde  V  yerine  ds
dt

  yazıp  elde edilen   3 / 44=
ds s
dt

    

denklemi  3/ 44
ds dt
s

=   şeklinde  yazılıp integre edilirse  

3 / 4

0 0

1
4

s t

s ds dt− =∫ ∫   ⇒    1/ 4s t=     ⇒   4s t=     , 34V t=   ,   212a t=  

2t =   de    16 .s m=    ,   32 /V m s=    ,    248 /a m s=     

 

4.5.5 )(Vfa =  İvme hızın fonksiyonu şeklinde verilmiş ise  

        a    yerine  
dt
dV    veya   

ds
VdV yazılırsa aşağıdaki  denklemler elde edilir.  

       )(Vf
dt
dV

=      ⇒     
)(Vf

dVdt =  

       )(Vf
ds

VdV
=    ⇒     

)(Vf
VdVds =     

Bu son eşitlikler integre edilirse hız-zaman  ve konum-hız denklemleri bulunur. 

 

Problem 4.5.5.1    Bir maddesel nokta bir doğru üzerinde 20,2a V= −  ivme –hız 
bağıntısı   ile hareket ediyor. 0t =   da  konum 0s =    ve  hız  20 /V m s=  olduğuna 
göre 2t =   deki  konumu, hızı ve ivmeyi hesaplayınız.    
Çözüm: 
   a   yerine  dV

dt
  yazarak elde edilen  

  20,2dV V
dt

= −     denklemi   25 dVdt
V

= −   şeklinde düzenlenip integre edilirse  

   2
0 20

5
t V dVdt

V
= −∫ ∫     ⇒       5 1

4
t

V
= −    ⇒    5 1

4
t

V
= +   ⇒       5

1
4

V
t

=
+

 

20
1 4

V
t

=
+

   denklemi elde edilir. Bu denklemde  V   yerine   ds
dt

  yazarak 



20
1 4

ds
dt t

=
+

   elde edilen denklem   20
1 4

ds dt
t

=
+

     şeklinde düzenlenip integre 

edilirse      
0 0

20
1 4

S t

ds dt
t

=
+∫ ∫  ⇒   5 (1 4 )s Ln t= +    konum-zaman bağıntısı elde edilir.  

2t =   de    11=s m  ,   2,22 /=V m s   ,  20.2= −a V   , ( )20.2 2,22= −a  

20,988 /= −a m s  

4.5.6 kVa −=  Bağıntısına uygun  doğrusal hareket (geri tepmeyi azaltma) 

     Burada  k    pozitif reel sayı  
     

ds
VdVa =  de   a  yerine  kV−    yazılıp     

ds
VdVkV =−    elde edilen denklem 

    kdsdV −=    şeklinde düzenlendikten sonra integre edilirse 

   ∫∫ −=
S

S

V

V

dskVd
00

    ⇒     )( 00 sskVV −−=    

hız-konum bağıntısı elde edilir. Elde edilen bağıntıda  V  yerine  
dt
ds    yazılırsa 

   00 ksksV
dt
ds

+−=     bağıntısı elde edilir. Eğer hız-konum bağıntısında  00 =s   

  alınabilirse  ksV
dt
ds

−= 0     şekline gelen denklem  dt
ksV

ds
=

−0
     şeklinde 

düzenlenip integre edilirse 

       ∫∫ =
−

tS

dt
ksV

ds

00 0
        ⇒      t

V
ksV

k
=

−
−

0

0ln1    ⇒     kteVksV −=− 00  

   )1(0 kte
k

V
s −−=      konum-zaman  bağıntısı elde edilir. 

 
4.5.7 ksa −=  Bağıntısına uygun doğrusal hareket (serbest titreşim hareketi)  

Burada  k   pozitif reel sayı 

       ksa −=    denkleminde  a   yerine   2

2

dt
sd    yazılırsa   

   02

2
=+ sk

dt
sd       ikinci mertebeden sabit katsayılı lineer diferansiyel denklemi 

elde edilir. Bu denklemin çözüm fonksiyonu olarak 
   tSinBtCosAs ω+ω=       

önerilirse diferansiyel denklemi sağladığı görülür. Burada  k=ω  dır. A ve B 
sabitleri ise başlangıç koşulları aşağıdaki denklemlerde yerine konarak bulunur. 
   tSinBtCosAs ω+ω=     ,      tCosBtSinAV ωω+ωω−=  



Eğer 0=t  daki  s  ve  V  biliniyorsa aşağıdaki denklemler yazılabilir. 

tACoss ω=0  ,    tCosBV ωω=0     bunlardan   0sA =    ve  
ω

= 0V
B  

Böylece     tSin
V

tCosss ω
ω

+ω= 0
0    Denklemi elde edilir.  

 
 
 tSinBtCosAs ω+ω=   denklemi    
A C Sinφ= ,  B C Cosφ=   eşitlikleri kullanılarak 
s C Sin Cos t C Cos Sin tφ ω φ ω= +  

( )s C Sin tω φ= +   şeklinde yazılabilir. 

Burada  22 BAC +=     tan AArc
B

φ =   dır. Eğer fonksiyonun  s tω−  grafiği 

çizilirse buradaki eğri Sin tω  eğrisinden  φ  faz farkı kadar geriden başlar . 
            
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Yukarıdaki grafikler  30A mm=  ,   50B mm=  ,  2 230 50 58,3C mm= + =     

30tan 0,54 .
50

Arc Radφ = = ,   için  çizilmiştir. 

 

 

                                                   

                                                                                       
                                                     
                                                      

φ  
tω

tω

φ  
tω

( )s B Sin tω=  

( )ACos tω  

s ACos t B Sin tω ω= +  

( )s ACos t B Sin t C Sin tω ω ω φ= + = +  

s
s  

s  
0s  

C  



                                                                       t                                                           

                                                                                         

 
 
 

Problem 4.5.7.1  Bir maddesel nokta bir doğru üzerinde 
2

36
a sπ
= −  ivme –konum 

bağıntısı   ile hareket ediyor. 0t =   da  konum 10s =    ve  hız  4 /V m s=  olduğuna 
göre 2t =   deki  konumu, hızı ve ivmeyi hesaplayınız.    
Çözüm: 

2

36
a sπ
= −   denkleminde  a   yerine  

2

2
d s
dt

  yazılırsa  

   
2 2

2 0
36

d s s
dt

π
+ =      

ikinci mertebeden sabit katsayılı diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklemin 
genel çözümü 

6 6
s A Cos t B Sin tπ π
= +     şeklindedir. Buradan   

6 6 6 6
V A Sin t B Cos tπ π π π
= − +     Hız-zaman bağıntısı elde edilir.  

0t =   daki  konum 10s =    ve  hız  4 /V m s=  denklemlerde yerine konursa 

  10A =   ve   24B
π

=    elde edilir. Bu bulunan değerler konum-zaman ve hız-

zaman denklemlerinde yerine konursa 
2410

6 6
s Cos t Sin tπ π

π
= +  

2410
6 6 6 6

V Sin t Cos tπ π π π
π

= − +   ,      5 4
3 6 6

V Sin t Cos tπ π π
= − +  

denklemleri elde edilir. Burada  t   yerine  2 yazılırsa  2t =   deki konum ve hız 
değerleri elde edilir. 

2410
3 3

s Cos Sinπ π
π

= +   ,      125 3s
π

= +    ,       11,62 .=s m  

5 4
3 3 3

V Sin Cosπ π π
= − +   ,   35 2

3 2
V π
= − +    ,    6,53 / .=V m s  ,  23,19 / .= −a m s   

  
 
 
 
 
 
 
 

tω

C  



 
 
 
 
 
 
4.6 Maddesel noktanın çembersel hareketi 

Maddesel noktanın bir koordinat sistemine göre  yörüngesi çember veya 
çember parçası şeklinde ise bu tür harekete çembersel hareket denir. 
                                           
                                     
                                               
                                                            
                                                                                                                
                                                            
                                                                                
 
 
 
 
 
Hız ve ivme vektörlerinin doğal koordinat sistemindeki ifadeleri çembersel 
harekette açısal hız ve açısal ivme cinsinden yazılabilir. 

           
dt
dθ

=ω   ,          
dt
dω

=α   

       s  çember yayı uzunluğunu gösterdiğinden  
        θ= Rs  
     yazılabilir. Bu bağıntının her iki tarafının t   ye göre 1. ve 2.    türevleri                       
    alınırsa 

         ω= R
dt
ds    ,            α= R

dt
sd
2

2
 

     denklemleri  elde edilir. Bu denklemler  doğal koordinat sistemine ait 

            T
dt
dsV =   ,              N

R
dt
ds

T
dt

sda

2

2

2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+=  

    denklemlerinde yerine konursa 
         TRV ω=    ,           NRTRa 2ω+α=  
 Çembersel harekete ait hız ve ivme vektörlerinin doğal koordinat sistemindeki 
ifadeleri elde edilir.   Buradaki açısal hız ω  ve  açısal ivme α   nın değerleri 

     
dt
dθ

=ω   ,   
dt
dω

=α   ,   2

2

dt
d θ

=α  ,   
θ
ωω

=α
d
d   

θ  

θ  

y 

x 

V

a  
Ta  

Na  R 

O 

s 



denklemlerinden elde edilir.  Bu denklemler doğrusal harekete ait 
diferansiyel denklemlerle aynı formdadır. Bundan dolayı çözüm yöntemleri 
de aynıdır. 
 
 
 
Problem 4.6.1   
 Bir maddesel nokta 12 .R cm=  yarıçaplı çember üzerinde saat akrebinin 
tersi yönünde hareket ederken bir t  anında açısal hızı 6 / .Rad sω =  ve açısal 
ivmesi 22 /Rad sα =  olduğuna göre bu an için hız ve ivme vektörlerini 
doğal koordinat sisteminde bulunuz. 
Çözüm: 
   TRV ω=  
Şeklindeki çembersel hareketteki hız vektörünün doğal koordinat 
sistemindeki formülünde verilenler yerine konursa 

12*6V T=    ,      72=V T     
hız vektörünün doğal koordinat sistemindeki ifadesi elde edilir. 
Aynı şekilde ivme vektörünün doğal koordinat sistemindeki formülü olan 

NRTRa 2ω+α=  
denkleminde verilenler yerine konursa 

212*2 12*6a T N= +   ,      24 432= +a T N  
ivme vektörünün doğal koordinat sistemindeki ifadesi bulunur.   
 
Problem 4.6.2   
 Basit bir sarkacın hareketi   
     kα θ= −     
şeklinde veriliyor. 0t =  da   0θ θ=   ve   0ω ω=    olduğuna göre  açı θ ,  
açısal hız ω  ve  açısal ivme α     nın   zamana  bağlı ifadelerini bulunuz. 
 
Çözüm: 

  α   yerine  
2

2
d
dt
θ    yazılırsa          

2

2 0d k
dt
θ θ+ =     

ikinci mertebeden sabit katsayılı diferansiyel denklem elde edilir. Bu 
denklemin genel çözümü  

ACos t B Sin tθ = Ω + Ω   
şeklindedir. Burada  2k = Ω  dir. A   ve  B   sabitleri ise başlangıç 
şartlarından bulunur.  

ACos t B Sin tθ = Ω + Ω  
denkleminde  θ   yerine   0θ  ,  t    yerine  sıfır yazılırsa  

0 Aθ =   bulunur. 
A Sin t B Cos tω = − Ω Ω + Ω Ω  



denkleminde  ω   yerine  0ω  ,  t    yerine  sıfır yazılırsa  
Bω = Ω   elde edilir. Buradan   

B ω
=
Ω

  bulunur. Bu bulunan A  ve  B   değerleri  açı-zaman bağıntısında 

yerine yazılırsa 

0Cos t Sin tωθ θ= Ω + Ω
Ω

  

açı-zaman denklemi bulunur.Bu denklemin zaman göre birinci türevi 
0Sin t Cos tω θ ω= −Ω Ω + Ω   

açısal hız-zaman denklemini verir. Bu denklemin tekrar zaman göre türevi 
2

0Cos t Sin tα θ ω= −Ω Ω −Ω Ω   
açısal ivme-zaman denklemini verir. 
 
 

4.7 Maddesel noktanın bağıl  hareketi (öteleme hareketi yapan eksen 
sistemine göre ) 
İki maddesel noktanın birbirine göre bağıl yer hız ve ivme vektörleri 
aşağıdaki şekilden elde edilebilir. Bu maddesel noktalardan birisi öteleme 
hareketi yapan eksen sisteminin orijini alınırsa aşağıdaki şekil çizilebilir. 
 
                                       y       yP1  
                                                                                   2P  

                                                                             
12 / PPr      

                                                  1P                                           
                                                                                                  xP1  
                  zP1                      1Pr       

2Pr       
 
 

o                                                                 x    
 
 
                  z 
         
Yukarıdaki şekilden  yer vektörleri arasında  
           

2121 / PPPP rrr =+        
         bağıntısı yazılabilir. Buradan P2 noktasının P1 noktasına veya öteleme 
hareketi yapan eksen sistemine göre 

12 / PPr  bağıl yer vektörü  çekilip zamana göre 
birinci ve ikinci türevi alınırsa bağıl hız ve bağıl ivme vektörleri elde edilir. 
 
       

1212 / PPPP rrr −=  



       
1212 / PPPP VVV −=  

       
1212 / PPPP aaa −=  

 
 
Problem 4.7.1   
 Şekilde gösterildiği gibi  1P   maddesel noktası  d1  doğrusu üzerinde  

10 8
12

s Sin tπ
= +   konum-zaman bağıntısına göre 2P    maddesel noktası ise  xy 

düzleminde bulunan 12 .R cm= yarıçaplı bir çember üzerinde 3

24
tπθ =   açı-zaman  

bağıntısına göre hareket etmektedir. 2t =   için   2P  maddesel noktasının  1P   
maddesel noktasına göre bağıl yer , hız , ivme  vektörlerini ve aralarındaki 
uzaklığı bulunuz. 
 
                                         y         20cm.  

                                  10cm.                               2P   
                                d1 
                                                                           θ   

                                     1P                        C              

                             s                                                           15cm. 

                                        O                                                      x 
                                      A                                                                                      

                   z                 

   Çözüm: 

  
1212 / PPPP rrr −=  

  
2 2 2Pr OP OC CP= = +    ,         20 15OC i j= +  

   
2

(20 12 ) (15 12 )Pr Cos i Sin jθ θ= + + +  
   

1 1Pr OA AP= +    ,      
1

10Pr s j k= +  

    
2 1/ (20 12 ) (15 12 ) 10P Pr Cos i Sin s j kθ θ= + + + − −  

    2t =  de   32 .
24 3

Radπ πθ = =  ,   10 8 2 14 .
12

s Sin cmπ
= + =  

     
2 1/ (20 12 ) (15 12 14) 10

3 3P Pr Cos i Sin j kπ π
= + + + − −  

     
2 1/ (20 6) (15 6 3 14) 10P Pr i j k= + + + − −  

     
2 1/ 26 (1 6 3) 10P Pr i j k= + + −   ,   

2 1/ 26 11,39 10= + −P Pr i j k ,  
2 1/ 30,1 .=P Pr cm     



      
2 1/ 12 (12 )P PV Sin i Cos V jω θ ω θ= − + −  

      2

8
tπω =  ,   2

3 12
V Cos tπ π
=  

        2t =  de   / .
2

Rad sπω =  ,   3 / .
3

V cm sπ=    

      
2 1/

312 (12 )
2 3 2 3 3P PV Sin i Cos jπ π π π π= − + −  

      
2 1/

3 1 312 (12 )
2 2 2 2 3P PV i jπ π π= − + −  ,      

2 1/
33 3 (3 )

3P PV i jπ π= − + −  

    
2 1/ 16,32 7,61= − +P PV i j  

      
2 1

2 2
/ (12 12 ) (12 12 )P Pa Sin Cos i Cos Sin a jα θ ω θ α θ ω θ= − + + − −  

      
4

tπα =   ,   
2

18 12
= −a Sin tπ π                

   2t =  de   2/
2

Rad sπα =  ,  
2

2/
36

a cm sπ
= −    

   
2 1

2 2 2

/ (12 12 ) (12 12 )
2 3 4 3 2 3 4 3 36P Pa Sin Cos i Cos Sin jπ π π π π π π π π

= − + + − +  

    
2 1

2 2 2

/
3 1 1 3(12 12 ) (12 12 )

2 2 4 2 2 2 4 2 36P Pa i jπ π π π π
= − + + − +     

    
2 1

2
2 2

/
3 3(3 3 ) (3 3 )
2 2 36P Pa i jππ π π π= − + + − +  

     
2 1/

3 3(3 3 ) (3 3 )
2 2 36P Pa i jππ π π π= − + + − +  ,     

2 1/ 31,13 14,57= − + −P Pa i j  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

RİJİD  CİSMİN  KİNEMATİĞİ 
 
5.2  Rijid cismin ötelenme hareketi 
        Rijid  cismin hareketinde üzerindeki hiçbir doğru doğrultu değiştirmiyorsa 
bu tür harekete öteleme hareketi denir. Bu durumda rijid cisme bağlı vektörler 
düzlemler eksen sistemleri doğrultu değiştirmezler.  
Rijid cisme bağlı her vektör sabit vektördür. Şekilde bu sabit vektörlerden 
herhangi biri AB   vektörü  olsun. 
 
                               y 
 
 

 
                                                                                   B     
                                                A 
 
                                         Ar  
 
                                                       Br  
 
                                                                                             x 
                             o 
 
                    
                    z 
         Şekildeki A ve B nin yer vektörleri arasında aşağıdaki bağıntı yazılabilir. 
            A Br AB r+ =  
          AB =  sabit  olduğu göz önünde bulundurularak eşitliğin her iki tarafının   
                             zamana göre türevi alınırsa 
           BA VV =       hız vektörleri  arasındaki bağıntı bulunur.  Tekrar türev    
                             alındığında ise 
           BA aa =       ivmeler arasındaki bağıntı bulunur.  

     Bu bağıntılardan öteleme hareketinde rijid cismin bütün noktalarının hız    
     vektörlerinin  birbirine eşit , ivme vektörlerinin birbirine eşit olduğu görülür. 
     Ötelenme hareketinde bütün noktaların hızları birbirine eşit olduğu için    



     yörüngeleri de birbirinin aynı veya ötelenmiş eğriler olur. Eğer bu yörüngeler   
     doğru şeklinde ise bu harekete doğrusal ötelenme, eğri şeklinde ise eğrisel   
     ötelenme hareketi denir. 
 
 
 
 Problem 5.2.1 
 ADEF Dikdörtgen levhası şekil düzleminde kalmak şartı ile  A noktasından B 
etrafında dönebilen AB çubuğu ile D noktasından  C etrafında dönebilen CD 
çubuğu ile mafsallı olarak hareket ediyor. AB çubuğunun şekilde verilen 
konumdan geçerken açısal  hızı  5 /Rad sω =   açısal ivmesi 22 /Rad sα =  olduğuna 
göre bu an için  ADEF dikdörtgen levhasının E noktasının hız ve ivme 
vektörlerini 

a) doğal koordinat sisteminde 
b) kartezyen koordinat sisteminde bulunuz. 

       
                                                                            
                                         B                                             C 
                                                  ω  
                                                 
                                              α                                           θ  
                              A                                                        D        
 
 
 
                                

                               F                                                   E 
 
         20 .AB CD cm= =    ,     32 .BC AD cm= =   ,    030θ =  
 
    Çözüm:  
       
                                      B                                             C 
                                                    ω                                                    x 
                                                   α    
                                   Na              Aa                                                                
                                                                                           θ  
                              A                                                        D        
                                        Ta  
                                                      AV                                               
                                                                                                       E Aa a=   
                                



                               F                                                   E                  
                                                 y                                                     E AV V=  
 
          AB uzunluğu CD uzunluğuna ve BC uzunluğu AD uzunluğuna eşit olduğu 
için  ABCD daima paralel kenar olur. Bundan dolayı dikdörtgen plaka öteleme 
hareketi yapar. 
  Öteleme hareketi yapan cisimlerin bütün noktalarının hızları ve ivmeleri 
birbirinin aynı olduğundan E noktasının hızı ve ivmesi A noktasının hızı ve 
ivmesine eşit olur. 
      a) Doğal koordinat sisteminde hız ve ivme vektörleri 
          AV AB Tω= ⋅   ,   20 5AV T= ∗   ,      100AV T=  
           2

Aa AB T AB Nα ω= ⋅ + ⋅  , 220 2 20 5Aa T N= ∗ + ∗  ,   40 500Aa T N= +   
           100E AV V T= =     

           40 500E Aa a T N= = +  
      b)   Kartezyen koordinat sisteminde hız ve ivme vektörleri                 
            AV BAω= ∧  
             5kω = −  
             BA BA Sin i BA Cos jθ θ= − ∗ + ∗  ,      0 020 30 20 30BA Sin i Cos j= − ∗ + ∗  
              10 10 3BA i j= − +  
              5 ( 10 10 3 )AV k i j= − ∧ − +  ,     50 3 50AV i j= −  
              A Aa BA Vα ω= ∧ + ∧   ,      2 ( 10 10 3 ) 5 (50 3 50 )Aa k i j k i j= − ∧ − + − ∧ −  
              (20 3 250) (20 250 3)Aa i j= + + −  

              50 3 50E AV V i j= = −     

              (20 3 250) (20 250 3)E Aa a i j= = + + −  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                
 
 



 
 
 
 
 
 
5.3 Rijid cismin sabit bir eksen etrafında dönme hareketi 

Rijid cismin üzerindeki noktaların sabit bir eksene ve bu eksen üzerindeki 
bir noktaya uzaklıkları hareket boyunca değişmiyorsa rijid cismin bu 
hareketine sabit bir eksen etrafında dönme hareketi denir. 
                                                      
                                                   Δ 

                                                B 
  
 
                                                         DV  
                                                  C  r 
                                                               D 
 
                                                 θ  
                                         
                                        ω  
 
                                   A                                        

                                       ω  
                                     α  
   
 Yukarıdaki şekilde bir rijid cisim  A ve B noktalarından geçen  Δ ekseni 
etrafında  ω   açısal hızı ve  α   açısal ivmesi ile dönüyor. Cismin üzerindeki bütün 
noktaların yörüngeleri Δ eksenine dik düzlemlerdeki çemberlerdir. Burada D 
noktası C merkezli r yarıçaplı Δ eksenine dik düzlemde bir çember çizer.  
   Çembersel harekette bir noktanın hız vektörünün doğrultusu çembere teğet 
,yönü hareket yönünde , şiddeti ise açısal hız ile yarıçapın çarpımına eşittir. 

TrV ω=  
İvme vektörü ise  

NrTra 2ω+α=   
şeklindedir. 
Sabit bir eksen etrafında dönme hareketinde   V   hız vektörünün   

DV ADω= ∧     
şeklinde yazılabileceği aşağıdaki gibi gösterilebilir.   



Burada ω  açısal hız vektörüdür. Açısal hız vektörü aşısal hız şiddetinde dönme 
ekseni doğrultusunda ve sağ el kuralı ile cismin dönme yönünü belirten yönde bir 
vektördür. 

DV AD AD Sinω ω θ= ∧ =   

Burad  AD Sin rθ =    olduğundan  ω= rV   hızın şiddetini veren denklemi 
sağlanmış olur.  
Vektörel çarpımın doğrultusu çarpımdaki her iki vektöre de dik olacağından  ω  
açısal hız vektörü ile  AD   vektörüne dik doğrultu teğet doğrultusunda olur. Yönü 
ise sağ el kuralı ile bulunur. Bu elde edilen doğrultu ve yön hız vektörünün 
doğrultu ve yönü ile aynı olur. Böylece sabit bir eksen etrafında dönme 
hareketindeki hız vektörünün  hesabında 
   DV ADω= ∧   
ifadesi kullanılabilr. Bu eşitliğin her iki tarafının zamana göre türevi alınırsa ivme 
vektörü formülü elde edilir. 
   D Da AD Vα ω= ∧ + ∧  

Burada  
dt
dω

=α   dır.  

Eğer dönme ekseni üzerinde bulunan A noktası çemberin merkezi ise 
2= ∧ −Da AD ADα ω  

Yazılabilir. 
 

Problem 5.3.1     

 Dikdörtgenler prizması şeklindeki cisim bir t anında açısal hızı pozitif yönde 
7 /Rad sω =  ve açısal ivmesi 22 /Rad sα =  dir. Ayrıca aynı anda kenarları 

koordinat eksenlerine çakışacak konumdan  geçmektedir. B noktasının hız ve 
ivme vektörlerini cisim 
a) x ekseni etrafında dönerken 
b) y ekseni etrafında dönerken 
c) z ekseni etrafında dönerken 
d) OA ekseni etrafında dönerken  hesaplayınız. 

                      y 
                      C                                     B 
           20cm.         
               D                                  A 

         30cm.   O                                     H      x 
 
                   E           60cm.             F 

           Z                



Çözüm: a) cisim x ekseni etrafında pozitif yönde ( y den z ye doğru) dönüyor. 

           BV HB Tω= ∗  ,       30 7BV T= ∗  ,        210BV T=  

          BV HBω= ∧   ,   7 iω =  ,     30HB j=   ,   7 30BV i j= ∧     

           210BV k=  

           2
Ba HB T HB Nα ω= ∗ + ∗  ,       230 2 30 7Ba T N= ∗ + ∗  

           60 1470Ba T N= +   

          B Ba HB Vα ω= ∧ + ∧  ,   2 30 7 210Ba i j i k= ∧ + ∧  

          1470 60Ba j k= − +  

      

    b) cisim y ekseni etrafında pozitif yönde (z den x e doğru) dönüyor. 

           BV CB Tω= ∗   ,     60 7BV T= ∗   ,      420BV T=    

           260 2 60 7Ba T N= ∗ + ∗   ,     120 2940Ba T N= +  

               BV CBω= ∧   ,   7 jω =  ,     7 60BV j i= ∧     

           420BV k= −  

         B Ba CB Vα ω= ∧ + ∧  ,   2 60 7 420Ba j i j k= ∧ + ∧ −  

          2940 120Ba i k= − −  

 

c) Cisim z ekseni etrafında pozitif yönde (x den y ye doğru) dönüyor.  

           BV OB Tω= ∗   ,  2 230 60OB = + ,  2 230 60OB = + ,  10 45OB =  

          70 45BV T=  ,          469,57BV T=     

           210 45 2 10 45 7Ba T N= ∗ + ∗   ,  20 45 490 45Ba T N= +  

           134,16 3287,02Ba T N= +  ,    23289,8 /Ba cm s=  

           BV OBω= ∧   ,   7 kω =  ,    60 30OB i j= +   

            7 (60 30 )BV k i j= ∧ +     

            210 420BV i j= − +  



           B Ba OB Vα ω= ∧ + ∧  ,   2 (60 30 ) 7 ( 210 420 )Ba k i j k i j= ∧ + + ∧ − +  

          120 60 1470 2940Ba j i j i= − − −  

       3000 1350Ba i j= − −  

d) Cisim OA ekseni etrafında pozitif yönde (O dan bakıldığında saat 

ibrelerinin tersi yönünde) dönüyor.  

           BV ABω= ∧    

            OAUω ω=    ,   
( ) ( ) ( )2 2 2

60 30 20

60 30 20
OA

i j kOAU
OA

+ +
= =

+ +
   

           6 3 2
7 7 7OAU i j k= + +   ,  6 3 2i j kω = + +  ,   20AB k= −  

           (6 3 2 ) 20BV i j k k= + + ∧ −  

           60 120BV i j= − +  

          B Ba AB Vα ω= ∧ + ∧   ,   OAUα α=  ,  12 6 4
7 7 7

i j kα = + +  

          12 6 4( ) 20 6 3 2
7 7 7

60 120 0
B

i j k
a i j k k= + + ∧ − +

−
 

          120 240( 240) ( 120) 900
7 7Ba i j k= − − + − +  

          257,14 85,71 900Ba i j k= − − +  

         

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

5.4 Rijid cismin genel düzlemsel hareketi 
Rijid  cisim üzerindeki bütün noktaların yörüngeleri düzlemsel eğriler ise 
rijid cismin bu tür hareketine genel düzlemsel hareket denir. Düzlemsel 
eğriler çizen bu noktalar aynı düzlemde veya birbirine paralel düzlemlerde 
bulunur.Genel düzlemsel hareket için yapılan bu tanımdan sabit bir eksen 
etrafındaki hareketin de bir düzlemsel hareket olduğu anlaşılır. Bu paralel 
düzlemlerden birinde elde edilen  hız ve ivmeler bu düzleme çıkılan dik 
doğru üzerindeki her noktada aynıdır.yörüngeler ise aynı yörüngenin bu 
noktaya ötelenmiş halidir.  
Bundan dolayı genel düzlemsel hareket yapan bir rijid cisim üzerindeki  
yörüngelere paralel düzlemlerden birini ana levha olarak adlandırıp bunun 
üzerinde inceleme yapmak yeterli olur. 
 

                               y 
 
 

 
                                                           ABr /                 B     
                                                A 
 
                                         Ar  
 
                                                       Br  
 
                                                                                             x 
                             o 
 
                    
                    z 

Şekildeki oAB vektör üçgeninden A ve B nin yer vektörleri arasında aşağıdaki 
bağıntı yazılabilir. 
                  /B A B Ar r r= +  
Bu yer vektörleri arasındaki bağıntının zaman göre türevinden hız vektörleri 
arasındaki bağıntı elde edilir. 
                /B A B AV V V= +    



ω

Bu eşitliğin zamana göre türevi alınırsa ivmeler arasındaki bağıntı elde edilir. 
              /B A B Aa a a= +  
Buradaki denklemlerin sol tarafındaki ikinci terimler B nin A daki ötelenme 
hareketi yapan eksen sistemine göre hareketini  göstermektedir. Burada B ile A 
arasındaki uzaklık değişmediğinden ve B düzlemsel bir yörüngeye sahip 
olduğundan B nin A daki eksen sistemine göre yörüngesi çember olur. Çembersel 
harekette sabit eksen etrafında dönme hareketine ait aşağıdaki denklemler 
yazılabilir. 
   /B AV ABω= ∧  
      2

/ = ∧ −B Aa AB ABα ω  
Problem 5.4.2      

           Aşağıdaki şekilde kaymadan yuvarlanma hareketi yapan bir disk 
gösterilmektedir. Diskin çevresindeki  A , B , C , D ve I  noktalarının hız ve ivme 
vektörlerini bulunuz. 
                                                     C                      2C GV V=                                         

                   y          /D GV         DV                   B          GV                              

                                                                θ                        /B G B GV V V= +          
                               D             GV G             GV A             GV      
                                                                          

                                                    I                 /A GV            AV                  x                     

                                      /I GV       0IV =       GV  

 Çözüm:  

             Yukarıdaki şekilde gösterildiği gibi bütün noktaların hız vektörünü  kütle  
merkezinin hız vektörü ile bu noktaların kütle merkezine göre hız vektörlerinin 
toplamından elde edilir. İvme vektörleri de aynı şekilde kütle merkezinin ivmesi 
ile bu noktaların kütle merkezine göre ivmelerinin toplamından elde edilir. 
A noktasının hız ve ivme vektörü: 
            /A G A GV V V= +   
            GV R iω=    ,  /A GV R jω= −      
            AV R i R jω ω= −  
             /A G A Ga a a= +    ,     Ga R iα=  
              2

/A Ga R T R Nα ω= +   ,    2
/A Ga R i R jω α= − −  

             2( )Aa R i R jα ω α= − −  
        B noktasının hız ve ivme vektörü: 
               /B G B GV V V= +  



               GV R iω=    ,  / ( )B GV k RCos i RSin jω θ θ= − ∧ +      
                /B GV R Sin i R Cos jω θ ω θ= −  
               (1 )BV R Sin i R Cos jω θ ω θ= + −  
                /B G B Ga a a= +  
                / ( ) ( )B Ga k RCos i RSin j k R Sin i R Cos jα θ θ ω ω θ ω θ= − ∧ + − ∧ −  
                2 2

/ ( ) ( )B Ga R Sin R Cos i R Cos R Sin jα θ ω θ α θ ω θ= − − +  
               2 2( ) ( )Ba R R Sin R Cos i R Cos R Sin jα α θ ω θ α θ ω θ= + − − +  
        C noktasının hız ve ivme vektörü: 
                /C G C GV V V= +  ,    GV R iω=    ,  /C GV R iω=      
                2CV R iω=  
                  /C G C Ga a a= +  
                   Ga R iα=  
                  2

/C Ga R T R Nα ω= +  
                    2

/C Ga R i R jα ω= −  
                   22Ca R i R jα ω= −  
        D noktasının hız ve ivme vektörü: 
            /D G D GV V V= +   ,      GV R iω=    ,  /D GV R jω=      
            DV R i R jω ω= +  
             /D G D Ga a a= +    ,      Ga R iα=  
              2

/D Ga R T R Nα ω= +  ,      2
/D Ga R i R jω α= +  

             2( )Da R i R jα ω α= + +  
         I noktasının hız ve ivme vektörü: 
            /I G I GV V V= +  
            GV R iω=    ,  /I GV R iω= −      
            0IV =  
             /I G I Ga a a= +  ,       Ga R iα=  
              2

/I Ga R T R Nα ω= +    ,        2
/I Ga R i R jα ω= − +  

              2
Ia R jω=  

 

 

 

 

 



 

 

 

 

5.5 Rijid cismin sabit bir nokta etrafında hareketi 
Aşağıdaki şekilde o etrafında  ω  açısal hız vektörü ve  α  açısal ivme 
vektörü ile dönen bir rijid cismin C noktasının hız ve ivme vektörleri 
aşağıdaki gibi yazılabilir. 
          

              
                                                                   ω  
 
 
                                                    α                       C 
                                                                              
                                                                                            
                                                      O              
 
            
            CV OCω= ∧           
            C Ca OC Vα ω= ∧ + ∧  
        Sabit bir nokta etrafında dönme hareketinde  açısal ivme vektörü ile açısal 
hız vektörü aynı doğrultuda olmak zorunda değildir. 
       Sabit bir nokta etrafında dönme hareketi her an için sabit bir eksen etrafında 
dönme hareketine eşdeğer düşünülebilir. Ani dönme ekseni denen bu eksen 
üzerindeki noktaların hızı sıfırdır.Fakat ivmeleri sıfır olmayabileceğinden  ivme 
vektörü bu eksen dışında olabilir.      
 Problem 5.6.1:   
  Şekilde gösterildiği anda OAB  Robot kolu y ekseni etrafında  1 0,15 /Rad sω =  
sabit açısal hızı ve z ekseni etrafında   2 0,25 /Rad sω =  sabit açısal hızı ile 
dönüyor. OB robot kolunun uzunluğu 1m. olduğuna göre  

a) OAB robot kolunun açısal hızını  
b) OAB robot kolunun açısal ivmesini  
c)  B noktasının hızını 
d)  B noktasının  ivmesini  bulunuz. 

                                                     y  
 
                                                              1ω   
 
                                                                        A     B 



                                                   o                    
                                                                                          
                                                                                        350  
                      2ω         
                             z                                                           x 
 
 
    Çözüm:     
       a) 

          1 2ω ω ω= +  
           1 1 jω ω=   ,   2 2kω ω=  ,  1 2j kω ω ω= +  

           0,15 0,25j kω = +  ,    ( ) ( )2 20,15 0,25ω ω= = +  
          0,29 / .Rad sω =  

       b)   

            1 2d dd
dt dt dt

ω ωωα = = +    

           Şiddeti sabit olan 1ω   açısal hız vektörünün doğrultusu da  

           değişmediğinden   1 0
d
dt
ω

=   dır. 

           2
1 2

d
dt
ω

α ω ω= = ∧  ,  0,15 0,25j kα = ∧  

           0,0375 iα =  

     c)      
           BV OBω= ∧   ,   0 035 35OB Cos i Sin j= +  

           0,819 0,5736OB i j= +   ,   0 0,15 0,25
0,819 0,5736 0

B

i j k
V =   

           0,1434 0,205 0,123BV i j k= − + −   ,   0, 279 /BV m s=  

     d)  

          B Ba OB Vα ω= ∧ + ∧    

          0,0375 (0,819 0,5736 ) 0 0,15 0,25
0,1434 0,205 0,123

B

i j k
a i i j= ∧ + +

− −
 

           0,0697 0,0359 0,043Ba i j k= − − +  ,   20,089 /Ba m s=  
 



 
 
 
 
 
   
Problem 5.6.2:      
      Çeşitli düz çubuklardan birleştirilerek oluşturulan OABC robot kolu O da 
küresel mafsal ile bağlanmıştır. OA çubuğu D , OB çubuğu ise E plakasındaki  
doğrusal kanallarda hareket ediyor. E plakasındaki kanal z eksenine paraleldir. D 
plakası z eksenine diktir. Şekilde gösterildiği anda B noktasının hızının 

(180 / )BV mm s k=  ve sabit olduğu bilindiğine göre 
a) OABC robot  kolunun açısal hızını  , b) A noktasının hızını 
c) C noktasının hızını ,   d) OABC robot  kolunun açısal ivmesini 
e) C noktasının ivmesini bulunuz. 

 
                                                 y 
                                                         100 
                  
                                                 B       
                                             
                                          E 
 
 
                                                                            
                                               O     C              
                                                                40                  240 
                            D      2                                    80         
                            A          1 
                 z                                                                
                                                                                  
                                                                                                   x 
        (Ölçüler mm. cinsindendir.)                     200      
  Çözüm:  
  a) 
       BV OBω= ∧     ,   x y zi j kω ω ω ω= + +  ,   240OB j=  
       ( ) 240B x y zV i j k jω ω ω= + + ∧   ,   240 240B z xV i kω ω= − +   
       ayrıca  180BV k=   olduğu bilindiğinden  

         240 240 180B z xV i k kω ω= − + =   ⇒    180 0,75 /
240x Rad sω = =  ,     0zω =  

        AV OAω= ∧    ,  0.75 yi jω ω= +  ,   200OA k=  



         (0.75 ) 200A yV i j kω= + ∧   ,   200 150A yV i jω= −  
         ayrıca A noktasının hızı doğrultusu bilindiğinden  
         2 1

5 5A A AV V i V j= −     şeklinde yazılabilir. Bu A noktasına ait  hız         

         ifadeleri eşitlenip  
          2 1 200 150

5 5A A A yV V i V j i jω= − = −    elde edilen denklemden  A   

         noktasının hızı  ve açısal hızın  y ekseni doğrultusundaki bileşeni bulunur. 
 
            150 5AV =   ,   2

200 5y AVω =   ,   2 (150 5) 1,5 /
200 5y Rad sω = =  

           0,75 1,5i jω = +  
      b)  
           2 1(150 5) (150 5)

5 3AV i j= −  

          300 150AV i j= −  
      c) 
          CV OCω= ∧      ,   100 80 40OC i j k= + +  

          0,75 1,5 0
100 80 40

C

i j k
V =     ,       60 30 90CV i j k= − −  

       d) 
            C Ca OC Vα ω= ∧ + ∧  
            B noktasının hızının şiddeti sabit ise ivmenin teğetsel bileşeni sıfır   
          olacağında α  açısal ivmesi sıfırdır. 
            0α =  
            (0,75 1,5 ) (60 30 90 )Ca i j i j k= + ∧ − −  

            0,75 1,5 0
60 30 90

C

i j k
a =

− −
    ,   135 67,5 112,5Ca i j k= − + −  

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 

 
BÖLÜM  6 

 
KİNETİK 

 
 
6.1 Kinetik ve Newtonun ikinci hareket kanunu 

Kinetik hareketi oluşturan kuvvet moment gibi nedenleri de göz önüne 
alarak hareketin incelenmesidir. 
 Kinetikte temel yasa Newtonun ikinci hareket kanunudur. 
Bir parçacığın lineer momentumunun zamanla değişimi üzerine etkiyen 
kuvvetlerin bileşkesi ile orantılıdır ve bu bileşkenin yönündedir. 
  Parçacığın lineer momentumu hızı ile orantılı olup hız yönündedir ve bu 
orantı katsayısı kütle adını alır. 
   Parçacığın hızı V   kütlesi  m  ile gösterilirse  Lineer momentumu 
    VmP =     
olarak tanımlanır. Bu tanımla ikinci hareket yasası  

           )( Vm
dt
d

dt
PdF ==  

şeklini alır. Newton mekaniği yani klasik mekanik çerçevesinde m 
kütlesinin yalnız cismin iç özelliklerine bağlı olduğu zaman ve yerle 
değişmediği varsayılır. Dolayısıyla ikinci yasa 
         amF =                        
şeklinde yazılabilir. 
                          

6.2 Maddesel noktanın kinetiği 
         Newtonun ikinci hareket kanunu olan  
             amF =  
          denkleminin kartezyen koordinatlardaki bileşenleri 
             xx amF =  ,    yy amF =    ,        zz amF =  

doğal koordinatlardaki bileşenleri 
    TT amF =   ,       NN amF =  

şeklinde yazılabilir. 

6.3 Kütle merkezinin hareketi teoremi 



Aşağıdaki şekilde gösterildiği gibi maddesel noktalardan oluştuğu 
düşünülen sistem veya rijid cismin  hareketinde her bir maddesel nokta için 
yazılan   amF =      denklemi alt alta yazılıp toplanırsa    
 
                                      3a   
                       y              2a          3m   iF   im  ia                 
                                2m                                       nm        na  
                                2F                ),,( ζηξG      nF  
                        1a    1m                     
                                   1F   
 
 

o                                                  x 
                  z 
 
                     111 amF =  
                     222 amF =  
                     333 amF =  
                      ………. 
                     iii amF =  
                      ………. 
                      nnn amF =   

                   ∑ ∑
= =

=
n

i

n

i
iii amF

1 1

  

denklemi elde edilir. Burada G  maddesel noktalar sisteminin kütle merkezidir. 
Kütle merkezinin yer vektörü 
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     şeklinde yazılabilir. Bu vektörün zamana göre ikinci türevi 

alınırsa kütle merkezinin ivme vektörü bulunur. 
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  yazılabilir.  
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    yerine   Gam    yazılırsa 

             ∑ = GamF      

şeklindeki kütle merkezinin hareketi teoremi olarak bilinen denklem elde edilir. 
Bu denkleme göre maddesel noktalar sisteminin veya rijid cismin kütle merkezi 
bütün kuvvetler ona uygulanmış ve toplam kütle orada yoğunlaşmış bir maddesel 
nokta gibi hareket eder. 
 
6.4 Rijid cismin sabit bir eksen etrafında dönme hareketi ve atalet 

momentleri  
 
                                                                                Δ 
                                                                    B             
                                                                         
                                                                          α  
                                                                       ΔM        
                                                      r          Ta               

                                                        Na      dm   
                                                                          
                                                                   NdF  
                                                           TdF   
 
                                                          
                        A                                V 
 
 
 
Şekilde gösterilen  V hacim bölgesini kapsayan ve Δ Ekseni etrafında  ΔM  dış 
momenti etkisinde dönen cismin üzerindeki bir dm  diferansiyel kütlesi ve bu 
kütle için kinetik denklemi yazıp cismin tüm V hacmi içinde integre edilirse rijid 
cismin sabit eksen etrafında dönme hareketine ait kinetik denklemi bulunur. 
 
    Maddesel noktanın hareketi verilen 
      amF =   denkleminin 
    doğal koordinatlardaki ifadesi 
      TT amF =  ,          NN amF =  
     Bu denklemler rijid cismin bir diferansiyel kütlesine uygulanırsa 



      dmadF TT =     ,      dmadF NN =  
    Şekilde gösterildiği gibi sabit bir eksen etrafında dönen cismin bütün noktaları 
 çembersel hareket yapar. Bundan dolayı cisim üzerindeki bir diferansiyel kütle 
için yazılan denklemlerden ikincisinin dönme hareketine bir etkisi olmaz. Birinci 
denklemdeki   Ta   ivmenin teğetsel bileşeni yerine 
     α= raT    yazılarak  elde edilen 
    dmrdFT α=     
denkleminin her iki tarafı diferansiyel kütlenin yörüngesinin yarıçapı olan r  ile 
çarpılıp integre edilirse sabit eksen etrafında dönme hareketine ait kinetik 
denklemi elde edilir. 
        dmrrdFr

V

T

V

α= ∫∫  

       Burada  T

V

dFrM ∫=Δ   olduğu bilindiğine göre yukarıdaki denklem 

        ∫α=Δ

V

dmrM 2  

        şeklinde yazılabilir.Buradaki ∫
V

dmr 2    büyüklüne cismin Δ eksenine göre   

    atalet momenti denir  
           ∫=Δ

V

dmrI 2  

      Böylece sabit bir eksen etrafında dönme hareketine ait moment ve açısal ivme 
arasındaki bağıntıyı veren kinetik denklemi aşağıdaki gibi yazılabilir. 
           M I αΔ Δ=  
 
Problem 6.5.1   
Kütlesi m olan  L uzunluğundaki homojen , doğrusal ve sabit kesitli çubuğun 
ucuna ve merkezine göre atalet momentini bulunuz. 
Çözüm: 
          
             y                  
                                          L         
                                         dm  
      A                                         G                                                  x 

                          x         dx  
 
 
      2

AI x dm= ∫  ,      dm dxρ=   ,    m Lρ=  



      2
L

A
O

I x dxρ= ∫      ,  
3

3A
LI ρ=    

      Atalet momentini cismin kütlesi cinsinden bulmak için sonucu  1m
Lρ
=  ile 

çarpmak gerekir.  
3

3A
L mI

L
ρ

ρ
=                  

   
2

3A
LI m=  

paralel eksenler teoremine göre 
2( )

2A G
LI I m= +   ,     2( )

2G A
LI I m= −  ,  

2 2

3 4G
L LI m m= −  

       
2

12G
LI m=  

 
Problem 6.5.2   
Kütlesi m olan  L uzunluğundaki homojen , doğrusal ve sabit kesitli Prizmatik 
cismin taban düzlemine  göre atalet momentini bulunuz. 
 
Çözüm:              y 
                                               L 
                                                    dx 

                                  x                                                      x 
  A taban düzlemi                                                               
                                                                                        
                                                                               V 
                             O                                 dm               

                                                   z 
Çözüm: 
             2

A
V

I x dm= ∫  ,      dm dVρ=   

           eğer A taban düzleminin alanı  S  ise   
           m S Lρ=   ,   dm S dLρ=             dır. 

              2
L

A
O

I x S dLρ= ∫      ,  
3

3A
LI Sρ=    

             Atalet momentini cismin kütlesi cinsinden bulmak için sonucu  1m
SLρ

=  

     ile çarpmak gerekir.        
3

3A
L mI S

SL
ρ

ρ
=          

      
2

3A
LI m=  



 
 
 
6.5 Rijid cismin sabit bir eksen etrafındaki dönme hareketi ile ilgili 

problemler                                                                                  
                                                                                 
                                                                            Δ 
                                                                    B        
                                                                              
                                                                           
                                                                       α  
                                                         r         ΔM  
                                                                  dm         
                                                                    
                                                            
 
                                                              V 
                               A                                 
 
        α= ΔΔ IM   
   
Burada   MΔ   ,  Δ  eksenine göre cisme uygulanan toplam dış momenti   
       IΔ  ,   cismin  Δ eksenine göre atalet momentini  ∫=Δ

V

dmrI 2  

       α    ise cismin açısal ivmesini göstermektedir. 
 
Rijid cismin sabit eksen etrafında dönme hareketinde cisme etki eden dış aktif 
kuvvetler ile mafsal tepkileri arasındaki bağıntı kütle merkezinin hareketi 
teoreminden elde edilebilir. 
                    GF m a=∑  
Burada Ga  cismin kütle merkezinin ivmesidir. 
       

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
Problem 6.6.1   
 Homojen L  uzunluğunda ve m kütlesindeki sabit kesitli doğrusal çubuk A 
ucundan kendisine dik silindirik mafsalla bağlıdır. Çubuk yatay konumdan ilk 
hızsız harekete bırakılıyor. Çubuğun 
a) yatayla  θ  açısı yaptığı andaki açısal ivmesini 
b) yeni harekete bırakıldığı andaki mafsal tepkisini bulunuz. 
 Çözüm: 
                  y 
                                     

2
L       mg                

2
L  

                   A                                                                
                                                G                                 B              x 
                                               
                                              θ  
                             α  
 
 
 
 
 
a)    

       α= ΔΔ IM      ⇒      M
I

α Δ

Δ

=  

       
2
LM mg CosθΔ =    ,    21

3
I mLΔ =   

       
2

2
1
3

Lmg Cos

mL

θ
α =         ,     3

2
g Cos
L

α θ=   

b) 
        GF m a=∑         
   Çubuk harekete yeni bırakıldığı anda açısal hızı sıfır olduğundan  kütle 
merkezinin ivmesinin yatay bileşeni sıfırdır.  
        

2G
La jα= −       

     0θ =   da     3
2

g
L

α =    ,    3
4G
ga j= −  

     GF m a=∑   denkleminden toplam kuvvetle ivme aynı yönde olması gerekir. 
Cisme yatay doğrultuda başka aktif kuvvet etkimediğinden mafsal tepkisi de  
düşey doğrultuda olmalıdır. 



       A GR mg j m a− =     ,  3( )
4A
gR mg j m j− = −            1

4AR mg j=  

 
6.6 Rijid cismin genel düzlemsel hareketinin kinetiği 
                                           y 

 
                                                                           Aa                                             
                                                                                     dm                                                            
                                                                     GAr /            A         
                                                            G                          dF                 
                                                      Gr               Ar                                                            
                           
                                             o                                                 x 
     
                                                                       S 
                         
       Maddesel noktanın hareketi için geçerli olan  
               amF =  
       denklemi  Rijid cismin bir diferansiyel kütlesine uygulanırsa                
                AdF a dm=  
         yazılabilir. Bu denklemin her iki tarafı diferansiyel kütlenin yer vektörü ile 
   soldan vektörel çarpılır ve cismin tüm kütlesi boyunca integre edilirse rijid   
   cisme uygulanan moment ve cismin açısal hareketleri ile ilgili denklemler elde  
    edilir.                      
                 GAGA aaa /+=  
                / /A G A G Ar dF r a dm∧ = ∧  

               / / /( )∧ = ∧ +∫ ∫A G A G G A G
S S

r dF r a a dm  

               /z A G
S

M k r dF= ∧∫  

              / / /( ) )z A G G A G A G
S S

M k r dm a r a dm= ∧ + ∧∫ ∫  

                sağ taraftaki birinci integral kütle merkezinin formülünden dolayı sıfır  
                olur. İkinci integral için  
                )]([)(/ jyixkkjyixka GA +∧ω∧ω++∧α=  
               )(/ iyjxkjxiya GA ω−ω∧ω+α+α−=  
               jyixjxiya GA

22
/ ω−ω−α+α−=  

               )()( 22
// jyixjxiyjyixar GAGA ω−ω−α+α−∧+=∧  



               kxykykxykxar GAGA
2222

// ω+α+ω−α=∧  
                kyxar GAGA α+=∧ )( 22

//  
               2 2( )= +∑ ∫G

S

M k x y k dmα  

               burada       2 2( )= +∫G
S

I x y dm      dır. 

                Böylece genel düzlemsel harekette moment ve açısal ivme arasındaki   
                                  =∑ G GM I α   
                bağıntısı elde edilir. 

    Problem 6.7.1   
       60 .R cm=  Yarıçaplı 10 .m kg=  kütleli homojen dairesel levha kaymadan   
    yuvarlanma hareketi yapmaktadır. Levhanın merkezinin ivmesinin 25 /m s   
    olması için merkezine uygulanan yatay doğrultudaki F  kuvvetini ve gerekli  
    olan en düşük sürtünme katsayısını bulunuz. 
    
     Çözüm: 
                        y        
                                            
                                                    mg  
                                                               Ga  
                                              α     G              F   

                                                                      
                                                                                                         x 
                         o                                   f                                          
                                                     N  
                                                  
        G GM I α=∑    ,           GF m a=∑  

        Ga Rα=  ⇒   Ga
R

α =   

         21
2GI mR=    ,     GM f R=∑    

         21
2

G
G

a
M f R mR

R
= =∑     ⇒     1

2 Gf ma=    ⇒     25f Newton=  

          GF f ma− =   ⇒   3
2 GF ma=     ⇒    75F Newton=    

          f Nμ=    ⇒     f
N

μ =   

        0yF =∑    ⇒    0N mg− =   ⇒     98,1= =N mg Newton   

                  25
98,1

=μ    ,     0, 255=μ  



 

 

       Problem 6.7.2   

       60 .R cm=  Yarıçaplı 10 .m kg=  kütleli homojen dairesel levha kaymadan  
      yuvarlanma hareketi yapmaktadır. Levhanın merkezinin ivmesinin 25 /m s   
      olması için merkezine uygulanan Momentin şiddetini ve gerekli olan en  
      düşük sürtünme katsayısını bulunuz. 
    
       Çözüm: 
                         y 
                                
                                                    mg  
                                                              GM    
                                                                    Ga  
                                              α         G                

                                                                      
                                                                                                         x 
                         o                       f                                          
                                                           N  
                                       
       
         G GM I α=∑    ,           GF m a=∑  

        Ga Rα=  ⇒   Ga
R

α =   

         21
2GI mR=    ,     G GM M f R= −∑    

         21
2

G
G G

a
M M f R mR

R
= − =∑     ⇒     1

2G GM mR a f R= +  

        Gf ma=   ⇒     50f Newton=   

         110 0,6 5 50 0.6
2GM = ∗ ∗ + ∗    ,    45 .GM Nm=    

        f Nμ=    ⇒     f
N

μ =   

        0yF =∑    ⇒    0N mg− =   ⇒     98,1= =N mg Newton   
     
              50

98,1
=μ    ,     0,51=μ  

 
 
 



 
 
 

 
BÖLÜM  7 

 
İŞ  VE  ENERJİ  İLKESİ 

 
7.1 Maddesel noktanın hareketinde iş ve enerji ilkesi 
             Bir maddesel noktaya etki eden kuvvetin  maddesel noktanın yer 
değiştirmesinde yaptığı işi bulabilmek için aşağıdaki şekil çizilebilir.  
                                      y                                            
                                                        NF                      
                                                               F    
                                            (1)      m       TF       
                                                            rd             ds      
                                                  r             
                                                               
                                                        rdr +                  (2)         
  

o                                                        x 
 
                                
                      z 
    Burada m kütlesi  rd  kadar yer değiştirme yaptığında etki eden F  kuvvetinin     
     yaptığı iş         rdFd •=τ     dır. 
   M kütlesi (1) konumundan  (2)  konumuna geldiğinde etki eden  F   kuvvetinin   

   yaptığı iş ise     ∫ •=τ →

)2(

)1(

)2()1( rdF    

   şeklinde integral ile hesaplanır. Burada  NFTFF NT +=      Tdsrd =   şeklinde   

   yazılabileceğinden bir F  kuvvetin işi   ∫ ⋅=τ →

)2(

)1(

)2()1( dsFT   

    şeklinde de hesaplanabilir. 
    Bir maddesel noktanın hareketinin teğet doğrultusundaki denklemi 
         TT amF =   

    Burada Ta    yerine    
ds

VdV    yazarak 

          
ds

VdVmFT =    ,           VdVdsFT =   

      elde edilen denklemin her iki tarafı  (1) konumundan  (2) konumuna integre    



     edilirse         VdVmdsFT ∫∫ =
)2(

)1(

)2(

)1(

 

   Burada       dsFT∫=τ →

)2(

)1(

)2()1(  

   Olduğundan      2
1

2
2)2()1( 2

1
2
1 mVmV −=τ →  

    denklemi elde edilir.  Elde edilen   21
2

mV   ifadesine  V  hızındaki m kütleli 

maddesel noktanın  kinetik enerjisi denir ve T  ile gösterilir.   2

2
1 mVT =     

 Bu şekilde bulunan    (1) (2) 2 1τ → = −T T      

denklemine iş ve enerji ilkesi denir. Bir maddesel noktanın (1) konumundan (2) 
konumuna hareketinde maddesel noktaya etki eden kuvvetlerin yaptığı işler 
toplamı maddesel noktanın bu konumlar arasındaki kinetik enerji farkına eşittir. 
Kinetik enerji maddesel noktanın hareket ettiği yola bağlı değildir. Sadece son   
ve ilk konumdaki hızlara bağlıdır. Etki eden kuvvetlerin yaptığı işler ise mekanik 
enerjinin korunmadığı durumlarda yola bağlıdır.  
 
Problem 7.1.1  
   θ eğim açılı eğik düzlem üzerinde bırakılan bloğun  s kadar yol aldıktan sonraki 
hızını bulunuz.  
 
  Çözüm :                                               
                                                               mg  
                                                                         
                                                               (1)     θ    
                                              s 
                                                          
                                                                                  
                                                                              N              h 
                                        (2)                     f 
 
 
                                                     
                                                   θ      
 
 
    12)2()1( TT −=τ →   ,   (1) (2) ( )m g Sin s f sτ θ→ = −  ,     1 0T =     

    2
2

1
2

T mV=  ,    21( )
2

m g Sin s f s mVθ − =  ,     2( )fV g Sin s
m

θ= −  



     
 
 
7.1.1 Mekanik enerjinin korunumu ve potansiyel enerji: 
         Bir kuvvet alanı 
                              UF −∇=       
         şeklinde yazılabiliyorsa buradaki kuvvete korunumlu kuvvet U  ya ise  
      potansiyel enerji denir. 
         Kartezyen koordinat sisteminde  
            k

z
Uj

y
Ui

x
UU

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇     

              kdzjdyidxrd ++=     

              ile    ∫ •=τ →

)2(

)1(

)2()1( rdF     denklemine gidilirse  

              )(
)2(

)1(

)2()1( dz
z
Udy

y
Udx

x
U

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=τ ∫→  

            ∫−=τ →

)2(

)1(

)2()1( dU  

             21)2()1( UU −=τ →      

            korunumlu kuvvetlerde  bir kuvvetin işinin Potansiyel enerji farkının  
        negatifi ile yapılabileceği görülür. Bu elde edilen denklem iş ve enerji  
       denkleminde bir kuvvetin işi yerine yazılırsa 
              1221 TTUU −=−  
       veya 
              2211 TUTU +=+  

        mekanik enerjinin korunum denklemi elde edilir. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
Problem 7.1.1.1  
   θ eğim açılı eğik düzlem üzerinde bırakılan bloğun  durana kadar aldığı  s 
yolunu  bulunuz.  Cisim ilk harekete bırakıldığında yay katsayısı k olan yay doğal 
uzunluğundadır.  
 
  Çözüm :                                               
                                                                 mg        k 
                                                                         
                                                               (1)     θ    
                                              s 
                                                          
                                                                                  
                                                                              N              h 
                                        (2)                       
 
 
                                                     
                                                   θ      
 
 
    1 2 2 1U U T T− = −   ,     2

1 2
1
2

U U mgh ks− = −    ,  h s Sinθ=   ,   1 0T =     

    2
2

1
2

T mV=  ,    2 21 1
2 2

m g s Sin k s mVθ − =     

    durduğu anda hızı sıfırdır.      21 0
2

m g s Sin k sθ − =     ⇒   2m gs Sin
k

θ=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
7.2 Rijid cismin sabit bir eksen etrafında dönmesinde  kinetik enerji   
      hesabı 
      
                                                                                     Δ  
                                                                         B 
                                                                     
                                                                            ω    
                                                                    
                                                                      V  
                                                               r        dm  
 
 
 
                            A 
 
                                                 V 
 
      
          Rijid cisme ait bir diferansiyel kütlenin kinetik enerjisi 
                                       dmVdT 2

2
1

=  

         Sabit bir eksen etrafında dönme hareketinde  
                                        ω= rV              
           olduğundan  
                                       dmrdT 22

2
1

ω=               

                    yazılabilir. Bu diferansiyel kinetik enerjinin cismin tüm V hacmi   
          üzerinde integrali alınarak  toplam kinetik enerji bulunur.       
                               dmrT

V

22

2
1

ω= ∫  

          integral içindeki sabitler dışarı alınarak elde edilen 
                               ∫ω=

V

dmrT 22

2
1  

          denkleminde   
                                    ∫=Δ

V

dmrI 2  

                 ifadesi  Δ eksenine göre cismin atalet momenti olduğundan sabit bir  
           eksen etrafında dönme hareketinde rijid cismin kinetik enerjisi    
 



                                2

2
1

ω= ΔIT   

            şeklinde hesaplanır. 
    Problem 7.2.1 
          Uzunluğu L  ve kütlesi  m olan AB çubuğu   A ucundan silindirik mafsallı 
olarak düşey düzlemde hareket edebilmektedir. AB çubuğu yatay konumda ilk 
hızsız harekete bırakılıyor. Yatayla θ açısı yaptığı andaki  açısal hızını bulunuz. 
 
          Çözüm: 
                                                      
                                                      mg 
 
                      A          L/2                      L/2                B                                
                                                                                     
                                     θ 
                                               mg 
                                                 
 
 
 
 
 
 
           
            1 2 2 1U U T T− = −  
             1 2 2

LU U m g Sinθ− =       

              1 0T =   ,     2
2

1
2 AT I ω=    

               21
2 2 A
Lm g Sin Iθ ω=  

                21
3AI mL=  

            2 21 1
2 2 3
Lm g Sin mLθ ω=     ⇒      3g Sin

L
ω θ=  

 
 
 
 
 
 



 
 
 
7.3 Rijid cismin genel düzlemsel hareketinde kinetik enerji hesabı 
 
                       y  
                        
 
       
                                                                                A   
                                                                   GAr /            dm                                                       
                                                      G                            
 
                                          Gr                    Ar  
 
 
                                                                             S  
                         o                                                                       x     
 
               
          dmVdT A

2

2
1

=           

           AAA VVV •=2    

            GAGA VVV /+=      

            )()( //
2

GAGGAGA VVVVV +•+=   

            dmVVVVT GAGGA

S

G )2(
2
1

/
2

/
2 •++= ∫   

    Burada  0/ =• ∫
S

GAG dmVV    ve  22
/

2
/ ω= GAGA rV  olduğundan  toplam kinetik enerji  

             ∫ω+=
S

GAG dmrmVT 2
/

22

2
1

2
1  

      şeklinde yazılabilir. Burada   G

S

GA Idmr =∫ 2
/    cismin kütle merkezinden geçen 

ve hareket düzlemine dik eksene göre atalet momentini gösterdiğinden  genel 

düzlemsel harekette kinetik enerji 



          22

2
1

2
1

ω+= GG ImVT    

       formülü ile hesaplanır. 

      Problem 7.3.1 
 
       R yarıçapılı ve m kütleli bir disk θ eğim açılı eğik düzlem üzerinde 
kaymadan yuvarlanma hareketi yapmaktadır. Disk eğik düzlem üzerinde ilk 
hızsız harekete bırakıldığında diskin n sayıda tam devir yaptığı andaki açısal hızı 
ne olur ? 
 
      Çözüm: 
                                                     
                              mg                    
                                                                    s 
                                        R 
                                   G                                mg 
                        h                    f       
                                  N  
 
 
                                                                  θ 
 
           
       1 2 2 1U U T T− = −  
        Kaymadan yuvarlanmada sürtünme kuvveti iş yapmaz . Çünkü kayma 
olayındaki gibi sürekli aynı bölgede temas yoktur. Normal kuvvet harakete dik 
olduğu için iş yapmaz. 
    1 2U U m gh− =    ,   h s Sinθ=    ,   2s n Rπ= ∗  ,   2s n Rπ=       
          
  1 2 2U U m gn R Sinπ θ− =     ,    1 0T =   

   2 2
2

1 1
2 2G GT mV I ω= +    

    Kaymadan yuvarlanma hareketinde    GV Rω=   dır. 

   21
2GI mR=  

     2 2 2
2

1 1 1( )
2 2 2

T m R mRω ω= +    ,    2 2
2

3
4

T mR ω=   

 

      2 232
4

m gn R Sin mRπ θ ω=    ⇒      8
3
gn Sin

R
πω θ=  

 
 



 
 
 
Dinamiğin uygulama alanları ile ilgili problemler 
 
    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


